Support-Vektor Maschinen
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Feature Funktionen

Beispiele werden durch Zusatzinformationen, Features, aufbereitet. J

Eine Funktion
¢: X — RN

hei3t eine Feature-Funktion.
P(x) = (91(x), ..., on(X))
ist der Feature-Vektor des Beispiels x und
P(X) ={o(x) | x € X}

ist der Feature-Raum.

Der Lernalgorithmus erhalt die klassifizierten Feature-Vektoren
o(x1), ..., d(xs) anstatt der urspriinglichen Beispiele xi, ..., xs € X. J
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Feature-Funktionen: Der Bag-of-Words Ansatz

Atomarer Text (oder Atome) eines Textes T sind sinntragende
Teilworte von T wie Stammsilben oder ganze Worte. J

- FUr ein Atom s und ein Dokument x € D aus einer Menge D von
Dokumenten ist
» hg(x) die Haufigkeit des Atoms s im Dokument x,
» D(s) die Anzahl untersuchter Dokumente mit mindestens einem
Auftreten des Atoms s und
» x(x) eine Normalisierungskonstante.

- Fir ein Dokument x ist ¢(x) = (¢s(x) | s) ein Feature-Vektor mit

hs(x) - 108z (1)
K(X)

Ps(X) =

»s(x) gewichtet die Haufigkeit des Atoms s im Dokument x mit dem
Informationsgehalt log,( \E|)( l)\) des Atoms. J
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Feature-Funktionen: Interpolation

Wir erhalten Paare, die aus einem Punkt x € X C R3 und einem Wert
y = p(x) € R bestehen. Gesucht ist ein Polynoms p vom Grad < 2.

- FUr x = (x1, X2, x3) wahlen wir die Feature-Funktion
. 2 2 2 1
A(X) := (X7, X5, X3, X1 - X2, X1 - X3, X2 - X3, X1, X2, X3, 1).
- Wir suchen also nach Koeffizienten c;, so dass

(C1-X-|2+02'X22+03'X§)+(C4~X1-X2+05~X1-X3+
Co-Xo-X3)+(C7- X1 +Cg-Xo+Co-X3)+Co =Yy

fur alle Beispiele x € X mit Klassifikation y gilt.

Das unbekannte Polynom wird zu einer linearen Funktion, die durch
ein lineares Gleichungssystem bestimmt werden kann. J
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Support-Vektor Maschinen: Die Grundidee
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Support-Vektor Maschinen: Der Ansatz

Eine binare Klassifizierung f : X — {0, 1} ist zu lernen.
1. Der Entwickler konstruiert eine Feature Funktion ¢ : X — RV,

2. In {¢(x1),...,9(xs) } sind die positiven von den negativen Beispie-
len mit Hilfe einer Hyperebene im RV bestméglich* zu trennen.

+ Halbrdume sind die méchtigste, effizient lernbare
Hypothesenklasse.

v Benutze lineare Programmierung.

? Far groBBes N ist der Feature-Raum ¢(X) hochdimensional:
I Die Bestimmung einer trennenden Hyperebene ist aufwandig.
I Sind viele Beispiele notwendig? Overfitting droht!
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Die Grundidee: Klassifikation mit gro3em Margin

Bestimme eine trennende Hyperebene, die die positiven von den
negativen Beispielen mit méglichst groBem Margin p trennt. J

(1) Der Perzeptron-Algorithmus benétigt héchstens

R\ 2
(5)
Gegenbeispiele, wenn alle Beispiele die Norm < R besitzen.

» Wenige Gegenbeispiele bei entsprechend groem Margin p.

» Abhéngigkeit von der Dimension des Feature Raums nur indirekt,
ndmlich tber den Margin p und den Radius R!

(2) Kein Overfitting far relativ kleines R und relativ groBes p?

Aber der Aufwand in der Bestimmung einer trennenden Hyperebene
im hochdimensionalen Feature-Raum ist doch hoch, oder?! J
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Der Kernel-Trick
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Der Kernel-Trick (1/3)

Was passiert im Beispielraum X bei der Trennung der positiven von
den negativen Feature-Vektoren durch

F(x) = (w,¢(x)) + t?

Der Perzeptron Algorithmus bestimmt
S
w=> a-o(x;)
i=1
als Linearkombination der Gegenbeispiele ¢(x1),...,¢(xs) =

F(x) = (w,o(x))+t= i ¢(x),6(x)) +1
i=1

= gou - {9(X), 6(x)) +t.

=:K(xj,x)
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Der Kernel-Trick

Definiere den Kern K durch K(x, z) := (¢(x), ¢(2)). J

Aus F(x) =>"% ai- (o(x), ¢(x)) + t folgt
S
F(x) = aj- K(x,x) + .
i=1
? Wann kann K(x;, x) schnell berechnet werden?
? Welche Funktionen K kommen in Frage?
» Offensichtlich ist K(x, z) = (x, z) eine Méglichkeit.
» Spater: polynomielle Kerne K(x, z) = ((x,z))°,

[|x—z?

der GauB-Kern K(x,z) = e 22 und viele weitere Funktionen.

Im Beispielraum trennen wir also unter Umstédnden mit
komplexen Hyperflachen {x | >7 ; ;- K(x;, x) = —t}.




Der Kernel-Trick (3/3)

Wir méchten eine Signatur fur einen Computer-Virus erstellen.

FUr ein Alphabet ¥ sei X eine Menge X C ¥* von Dateien fir die wir
wissen, ob sie befallen sind oder nicht. J

Far eine Zahl d wahle die Eigenschaft
,ein Wort u € <9 als Teilwort zu haben“
als Feature und definiere die Feature-Funktion

o(x) = (by|v € 59,

wobei b, € {0,1} und b, =1 <= v ist ein Teilwort von x.
:-( Der Feature-Raum hat die viel zu grof3e Dimension ~ \Z|d.

=) (o(x), ¢(x")) = Anzahl gemeinsamer Teilstrings fir x und x’ —
der Kern lasst sich in Zeit O(d - |x| - |x’|) berechnen.
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Lernen mit groBem Margin
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Support-Vektor Maschinen: Das Verfahren (1/3)

Wenn positive und negative Feature-Vektoren linear trennbar sind: J

1. Bestimme eine Feature-Funktion ¢ : X — R.

2. Fordere klassifizierte Beispiele (¢(x1), f(x1)), ..., (¢(Xs), f(xs)) an.

3. Trenne positive und negative Beispiele mit mdglichst groBem
Margin:

» Wenn die lineare Funktion (w, z) + t mit ||w|| = 1 den Margin p > 0
erreicht, dannist f(x;) - ( (w, ¢(x;)) +t) > pfaralle i.
» Deshalb I6se das Maximierungsproblem

maximiere,, ; p So dass
[|lw|| =1 und
fiir jedes i, (1 < i < 8): f(x;) - ( (W, 6(x)) + ) > p.

12. Juni 2018 13/62



Support-Vektor Maschinen: Das Verfahren (2/3)

Das Optimierungsproblem hat nur lineare Nebenbedingungen
bis auf die Bedingung ||w|| = 1. J

? Wir kdnnen die Bedingung ||w|| = 1 durch ||w|| < 1 ersetzen:
Die Bedingung ist zumindest konvex.

v~ Statt p unter der Nebenbedingung ||w/|| < 1 zu maximieren,
minimiere ||w/|| unter der Nebenbedingung p > 1:

minimiere, ¢ ||w|/? sodass
fiir jedes 7, (1 < i < 8): F(;) - ( (W, d(x))) + 1) > 1.

+ Das Optimierungsproblem ist gutartig: Eine konvexe quadratische
Form ist unter linearen Nebenbedingungen zu minimieren,

? aber im hochdimensionalen Feature-Raum!
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Support-Vektor Maschinen: Das Verfahren (3/3)

Bisherige Annahme: Vollstandige Trennbarkeit (Hard Margin). Jetzt:

Nur partielle Trennbarkeit (Soft Margin)

Flge Slack Variablen ¢&; fur jedes Beispiel hinzu und l6se

m
minimierey, te ||w|[®+ C-> & sodass
i=
farjedes it f(x;) - ((w,o(x)) +t)=>1-¢&
und ¢ > 0.

- Je gréBer & umso schlechter die Klassifizierung von ¢(x;).

- Der Parameter C definiert wie stark falsche Klassifizierungen
bestraft werden: Bestimme C mit Validierung.
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Beispielkomplexitat
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Der empirische Margin-Loss: Vorbereitung

Wird der Margin p fur ein Beispiel ¢(x)
@ eingehalten.
@ unterschritten,
@ bzw. wird ¢(x) sogar falsch klassifiziert?

FUr eine positive reelle Zahl ist

©
o
)
I
——
- o
|
<IN
N O
VAN/ANA
o N N
V/A\
)

Im Folgenden: h(x) = (w, x) mit ||w|| < 1 sei eine lineare Funktion.
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Der empirische Margin-Loss

(a) Fir eine Hypothese h mit h: RN — R, eine Verteilung D auf X und
eine Beispielmenge S = { x1,...,xs } C Xist

Loss>*( Zcb ( ))>

der empirische Margin-Loss.
(b) Des weiteren ist

Lossp(h) = B[, ( f(x)h<¢(x))) ]

der erwartete Hinge? Loss.

2 hinge“ (engl.) steht fiir ,Scharnier” oder ,Gelenk".

Der erwartete 0-1 Loss ist nicht gréBer als der erwartete Hinge Loss.
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Der Verallgemeinerungsfehler fir SVMs

Es gelte ||¢(x)|| < R fir alle x € X und es sei p > 0.

Bei s Beispielen gilt fir jedes § > 0 und jede lineare Funktion
h(x) = (w, x) mit ||w|| <1,

In
Lossp(h) < Loss® ’p(h) \/
—_———
erwarteter Hinge Loss empmscher Margin-Loss

mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — .

) B << +/8, sonst ist Schranke bedeutungslos.
° 0 1 Loss < Hinge-Loss
» Wir erhalten eine obere Schranke fir den wahren Fehler.

@ Neue Perspektive: Keine Forderung an die Beispielzahl, sondern
eine Aussage uber den Fehler.

» Ist die Aussage gut oder schlecht?
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Gute oder schlechte Fehlerschranke?

Inl
Lossp(h) <  LossS’(h) +¢L§' (2 ’p?_: Ty %) J

erwarteter Hinge Loss  empirischer Margin-Loss

Eine heuristische Rechnung fihrt auf ¢ <

(E)
(%) o0 (5 em3))

@ Fehlerschranke wie im agnostischen Lernmodell.

@ Schlechte Schranke, wenn R?/p? sehr viel gréBer als die
Dimension des Feature-Raums ist.

1
<V (2 o+ '"25>=>

Cn\—*

Q

Cn\—*
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Fehlerschranke im Hard-Margin-Fall

@ LINEAR,(Def) ist die Klasse aller Threshold-Funktionen mit
Definitionsbereich Def und Margin p auf der Teilmenge Def C R".

@ VC(LINEAR,(Def)) < &.

Im Idealfall gehért die Zielfunktion f zur Klasse LINEAR,(Def) —=

2 2
S~ ; . (";2 In(;) + In(;)) bzw ¢ ~ 15 : <":2 In(g) + In(é))

Bis auf logarithmische Faktoren gilt
1 R? 1
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Was ist getan, was bleibt zu tun?

Ein vorlaufiges Fazit:
v" ERM-Hypothesen werden bestimmit.

v Hochwahrscheinlicher Lernerfolg bei kleinem empirischen
Margin-Loss.
v Effizientes Training mit linearer Programmierung.

1. Wie sehen typische Anwendungen aus?
2. Welche Funktionen kénnen als Kern verwandt werden?

3. Wie findet man im hochdimensionalen Feature-Raum schnell
eine lineare Trennung mit groBem Margin?
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Anwendungen
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Text Klassifikation: Der Bag-of-Words Ansatz

Zwei Anwendungen:

- Klassifiziere Nachrichten einer Nachrichtenagentur in
verschiedene Kategorien.

- Ordne medizinische Dokumente einer von 23 Krankheiten zu.

(1) Der Bag-of-Words Ansatz besitzt fir jede Stammesilbe s und jedes
Dokument x das Feature

Ps(X) =
(2) Das innere Produkt

(@(x),0(2)) = Y ds(x) - ¢5(2)

hs(x) - logx( ‘E‘)(DS‘” )
K(X)

wird benutzt. Auch polynomielle Kerne und der GauB3-Kern
erreichen eine &hnliche Leistung: Die Wahl des Kerns ist nicht
entscheidend.
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Experimentbedingungen

(1) Nachrichtenklassifikation:
» Training mit 9603 Nachrichten der Agentur Reuters, Evaluierung mit
3299 Nachrichten.
» Durchschnittliche Nachrichtenldénge ungeféhr 200 Worte.
» Die 10,000 Stammsilben mit gréBtem Informationsgehalt (auf der
Trainingsmenge) werden ausgewahlt.
(2) Krankheitszuordnung:
» 10,000 medizinische Dokumente werden zum Training und 10,000
Dokumente zur Evaluierung benutzt.

» 15,561 Stammsilben werden ausgewahlt, wobei jede Stammsilbe in
mindestens drei Dokumenten vorkommt.

In beiden Fallen ist die Lernleistung konventionellen Anséatzen
(Bayes-Verfahren, Rocchio, C4.5 und k-nearest Neighbor) tiberlegen. J
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Bilderkennung (1/2)

@ 100 Objekte werden aus 72 verschiedenen Blickwinkeln
aufgenommen.

@ Jedes Bild ist einem der Objekte zuzuordnen.

- Die Feature Funktion ¢:

» Die 7200 Bilder werden, nach Durchschnittsbildung auf 4 x 4
Gittern, von einer Auflésung von 128 x 128 Pixel auf 32 x 32 Pixel
reduziert.

» Die Feature-Funktion weist jedem Bild also einen Vektor von 1024
Graustufen zu.

- Die Objekte sind aufgrund der gro3en Zahl der Features bereits
mit dem linearen Kern trennbar.
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Bilderkennun (2/2)
g

@ 1400 Photos der Corel Stock Photo Collection sind verschiedenen
Kategorien zuzuweisen.

@ 2/3 der Photos werden zum Training und 1/3 zum Test verwandt.

(1) Die Feature Funktion:

» Jedem Pixel wird sein HSV-Wert (Hue Saturation Value)
zugewiesen. HSV-Werte sind ,biologisch plausibler” als
RGB-Werte, da auch Helligkeitsinformation benutzt wird.

» Der 3-dimensionale Wiirfel der HSV-Werte wird in 4096
Farbbereiche zerlegt.

» Jedem Bild wird ein Histogramm als Feature-Vektor zugeodnet, das
die Haufigkeit fir jeden Farbbereich wiedergibt.

» Der Feature-Vektor ist translations-invariant.

(2) Der Kern K(x,z) = exp~ "2l mit ||x — z||; = >, |x — z| wird
erfolgreich eingesetzt.

» Die Wahl des Kerns ist kritisch.

12. Juni 2018 27 /62




Ziffernerkennung

- In einem Benchmark-Datensatz des US Postal Service fiir die
Ziffererkennung treten 7291 Trainings- und 2007 Testbeispiele auf.

- Jedes Beispiel des Datensatzes wird als 16 x 16 Pixelmatrix mit
256 Graustufen reprasentiert.

(1) Die Feature-Funktion: Es ist ¢(x) = x. Die Features entsprechen
somit den Grauwerten der einzelnen Pixel.
(2) Es werden polynomielle Kerne und der GauB3-Kern benutzt:
» FUr polynomielle Kerne ergibt sich lineare Separierbarkeit erst fur
den Grad d > 8.
(3) Support-Vektor Maschinen werden somit ohne
problem-spezifische Aufbereitung eingesetzt.

Die Lernleistung ist nur wenig schwéacher als die der besten
mafgeschneiderten Methoden. J
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Kerne
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Kerne
Sei V ein Vektorraum.

(@) (—,—): V2 = Rist ein inneres Produkt fiir V, falls
(x) (=, —) bilinear ist, falls also

<a'X+B'y7U> = Q'<X,U>+5'<y,u> und
Xy U+8-v) = - (U +6-(xV)
fur alle «, 3,9, € R und Vektoren x, y, u, v € V qilt,

(%) (x,u) = (u, x) fur alle Vektoren x, u € V gilt und falls
(%) faralle x € V: (x,x) >0und (x,x) =0 <— x=0.

(b) Ein Kern fiir eine Menge X ist eine Funktion K : X2 — R, wobei

K(x,2) = (¢(x), 6(2))

fir eine Funktion ¢ : X — RN und ein inneres Produkt (—, —)
(Uber einem Vektorraum V mit X C V).

y
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Der Kern als Ahnlichkeitsmaf

B K(x,Zz) _ (¢ (X)’¢(Z>
Blx,z) = \/K(X,X)'\/K(Z>Z)_ V(o(x), 6(x)) - /(8(2

() (2) = Kosinus —
oGl e =« <¢’(X) W’) <L

- Die Vektoren ¢(x) und ¢(z) — und damit die Beispiele x und z —
sind ,ahnlich®, wenn «a(x, z) nahe bei Eins liegt.

- Positive und negative Beispiele sollten jeweils untereinander
ahnlich sein, um eine lineare Trennung zu erlauben.
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Wann ist K ein Kern? Der Satz von Mercer
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Kerne: Auf welche Eigenschaften kommt es an?

Sei S={x1,...,Xs } C X eine Beispielmenge und K : X x X — R
eine Funktion.

Die s x s-Gram-Matrix G wird definiert durch

Gli.jl = K(x;, x;).

Wenn K ein Kern ist, dann ist K symmetrisch und die Gram-Matrix
Gy, ist positiv semidefinit, d.h. u” - GZ - u > 0 gilt firr alle Vektoren u:

uGeu = e Gl = Zu/-<¢>(x,-),¢(x/>>-uf
Zu, (X)), ZUI = (x,x) > 0.

=X —x
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Der Satz von Mercer

Die Funktion K : X x X — R sei symmetrisch. Dann gilt:

Kistein Kern <«— G,s< ist fr jede endliche Teilmenge S C X
positiv semidefinit.

= v
< Definiere RX := {f : f: X = R} und (x) = K(x, x).

1. Sei V der von den Funktionen ¢(x) € RX aufgespannte Unterraum
von RX. (Interpretiere v als Feature-Funktion.) Dann ist

(D i v(x), > 6 v(x)) Za,ﬁ, (xi, X))

ein inneres Produkt auf V.
2. Esist K(x,x") = (¢(x),¥(x") )" = K ist ein Kern. O



Der Satz von Mercer: Erste Konsequenzen

«, 3 seien nicht-negative reelle Zahlen.

Wenn K; und K> Kerne sind, dannist auch K = o- Ky + 3 - K> ein Kern.J

Warum? Wir wenden den Satz von Mercer an. Sei S eine endliche
Teilmenge von X. Es ist

uT - GZou = uT~<a-G,§1+B-G,§2)-u

= (,Y'(UT'G}%'U>+6‘<UT'G;§2‘U> >0

>0 >0

und das war zu zeigen.
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Symmetrische, positiv semidefinite Matrizen

1. Symmetrische Matrizen B sind diagonalisierbar, d.h. es gibt eine
orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix D mit

B=U"-D-U.

2. Wenn B positiv semidefinit ist, dann sind alle Eigenwerte
nichtnegativ.

B=(UT-VvD)-(VD-U).

B ist genau dann symmetrisch und positiv semidefinit, wenn es eine
Matrix M gibt mit

B=MT. .M.
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Weitere Konsequenzen

Wenn K; und K> Kerne sind, dann ist auch K; - K5 ein Kern. J

Gy, ist positiv semidefinit —> GZ = M’ - M fir eine Matrix M.

> u,-<G,% [i.1]- Gﬁz[i,ﬂ) U= u/((MTM)[/%/l Gk, [ivfl) Y

ij i
= Y u ( > MT[i.k] - Mlk,j] - G§, [i,j]> uj
ij k
=y (Z uiMT[i, k] - MIK,j] - G%[/’J]Uj)
k ij
= Y (ZU,MT[i,k] -G li.J] - yM[j, k]> v
k ij
>0
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Und noch mehr Kerne

(a) Sei K ein Kern und sei p ein Polynom mit nicht-negativen
Koeffizienten. Dann ist auch p(K) ist ein Kern.

(b) f: R — R sei durch eine konvergierende Potenzreihe mit nicht-
negativen Koeffizienten darstellbar. Dann ist auch f(K) ein Kern.

(1) Kerne sind abgeschlossen unter Addition und Multiplikation. v*
(2) f=limp_ pn flr Polynome p,.

» Fir S C X sind die Matrizen ng(K) positiv semidefinit.

> Esgilt Gy, = My Gy ) Und Gfy, ist positiv semidefinit, da

u" - Giy-u=u"-(lim Gy ) -u= lim u"- Gy - u>0.

n—oo n—oo
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,Basis-Kerne“

Wir wissen jetzt, wie man aus bestehenden Kerne weitere Kerne baut.
Wir mlissen diesen Prozess mit bestehenden Kernen starten! J

- Sei F : X — R eine beliebige Funktion. Dann ist
K(x,z) = F(x)- F(2)

ein Kern: Benutze F als Feature-Funktion.
- Sei A eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix. Dann ist

K(x,2)=x"-A-z
ein Kern, denn

K(x,z) = x" - Az=x"-M -M-z=(M-x,M-2z)

ist ein Kern mit Feature-Funktion ¢(x) := M - x.
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Der Gauf3-Kern

(a) Sei K ein Kern. Dann ist auch exp(*:?) ein Kern.
|Ix—2||2
(b) exp +2 st ein Kern und wird der GauB3-Kern genannt.

1. Die Exponentialfunktion hat die konv. Potenzreihe > 77, ’,(1—',7 Alle

Koeffizienten sind nicht-negativ und deshalb ist expX(*?) ein Kern.
2. Esist

_lx=z|? _ 2 212 2-(x,2)
exp 2 =(exp 2 -exp o2 )-exp o2

» Das erste Produkt ist ein Kern. Warum?
» Der dritte Faktor ist nach Teil (a) ein Kern und
» der GauB-Kern ist als Produkt von Kernen ein Kern.
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Zusammenfassung

Was haben wir bisher erreicht? J

(1) Wir haben grof3e Klassen von Kernfunktionen konstruiert, die in
vielen Anwendungen Fast-Trennbarkeit garantieren.

(2) Wir wissen, dass — bis auf logarithmische Faktoren — ungefahr

s~ lz : <(/Z)2 + In(})) bzw s ~ g : <(I§)2 + In(é))

e

Beispiele im Soft-Margin-Fall bzw. Hard-Margin-Fall geniigen —
Erfolgreiches Lernen bei kleinem Margin-Loss.

Was ist noch zu tun? Die effiziente Berechnung einer lineare Trennung
mit groBem Margin in einem hochdimensionalen Feature-Raum!

@ Der wichtige GauB3-Kern benétigt unendlich viele Features!
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Konvexe Minimierung
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Konvexe Mengen und Funktionen

o f: RN — Rist konvex, falls fiir alle x,y € RN und alle A € [0, 1]
f(A-x+(1=A)-y)) <A-f(x)+ (1 =X)-£(y),
falls also der Funktionsgraph stets unter oder auf der Sekante
durch (x, f(x)) und (y, f(y)) liegt.

@ Eine Menge X C RN ist konvex, wenn fiir je zwei Punkte x, y € X
die Strecke {\- x+ (1 —X)- ¥y [0 < A< 1} von x nach y in X liegt.

(1) >, w? ist konvex:

» Die Funktion x — x2 ist konvex
» und eine Summe konvexer Funktionen ist konvex.

(2) Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex.
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Optimierungsprobleme

. . 1
Das Ziel:  minimierey, - ||w|[?

sodass furjedes i (1 < i< 8):f(x;) - ((w,o(x)) +1) > 1.
Welche speziellen Eigenschaften hat unser Minimierungsproblem?

(1) Die Zielfunktion f(w) := % - [|w|[? = 3; w? ist konvex.
(2) Alle Restriktionen sind lineare Ungleichungen.

(3) Eine konvexe Funktion ist Gber einer konvexen Menge, namlich
einem Durchschnitt von Halbrdumen, zu minimieren.
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Konvexe Optimierungsprobleme

Ein Minimierungsproblem heif3t konvex, falls die Zielfunktion konvex
ist und falls alle Nebenbedingungen konvex sind. }

(1) Wir missen ein konvexes Minimierungsproblem Iésen.
(2) Jedes lokale Minimum x ist auch ein globales Minimum:
» Ist x kein globales Minimum, dann gibt es eine Ldsung y mit

f(y) < f(x).
» Fir die x und y verbindende Gerade gilt fir A < 1
(A Xx+(1=2)-y)) <A f(x)+ (1= A)- f(y) <f(x)

und x ist kein lokales Minimum.
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Das duale Problem
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Das duale Problem

Unser Minimierungsproblem hat die allgemeine Form
minimierey f(x), sodass hi(x) <Ofurj=1,...,m, (1)

wobei f, hy, ..., hy konvex sind.

(a) Hebe die Nebenbedingungen durch die nicht-negativen
Lagrange-Multiplikatoren ¢; in die Zielfunktion. Dann heif3t

L(x,&) = f(x +Z£,

die verallgemeinerte Lagrange-Funktion von (1).
(b) Das ,duale“ Problem hat die Form

maximiereg~o (minimierey L(x,¢) ).
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Was ist der Zusammenhang zum dualen Problem?

FUr jedes ¢ > 0 und jede Lésung y qilt

min { )+ &+ hi(x) } <Hy)+D - hiy) <f(y),
j j

denn hy(y),...,hm(y) <O0und ¢ > 0.

Also gilt die schwache Dualitat:

maximiere¢~o (minimierey L(x,¢) )
< minimierey ist Loesung f(X)-

Wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt, d.h.

maximiereg=o (minimierey L(x,§) )
= minimierey is Loesung f(X)-
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Die Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen

Die Funktionen f, hy, ..., hy seien konvex und es gelte
hy(x*) <0,..., hn(x*) < 0. Dann sind &quivalent:

(@) f(x*)=min{f(x) : hy(x) <O0,...,hn(x) <0}.

(b) Es gibt Lagrange-Multiplikatoren &7, ..., &5, > 0 mit

(1) VH(x*)+ X0 & - Vhi(x*) = VL(x*,£*) = 0 und
(2) & - hi(x*) = O fur alle j.

(a) = (b) Wenn das globale Minimum x* ein innerer Punkt ist, d.h.
wenn h;(x*) < 0 fir alle j gilt:
- Der Gradient von f im Punkt x* verschwindet: Es ist V{(x*) = 0.
- Setze & = -+ = &}, = 0 und die KKT-Bedingungen sind erflllt.

Und wenn nicht?

(b) = (a) Siehe Skript.



Beweis der Dualitat

f sei konvex mit globalem Minimum x* und hy, ..., hy seien konvex.
Die Lagrange-Multiplikatoren seien &5, ..., &5, > 0 J

(1) Dannist Vf(x*) + > & - Vhi(x*) = 0.
(2) Esgilt

myin fy) + Zg; Chi(y) = f(x*) + Z & hi(x), da

» F(y)=1(y )+ZI£* hi(y) ist konvex, denn & >0.
» Wegen (1) ist x* ein lokales Minimum von F und damit auch ein
globales Optimum.
3) X5 - hi(x*) =0, denn & - h¥(x) = 0 fir alle j (KKT). Also

minf(y) + 3§ () = 10¢) + 3 - y(x) = ().
J )

=L(x*.£*)
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Das primale und duale Problem

Aus den KKT-Bedingungen folgt

in L
maxmin (v:€)

WV

min L(y.§) = L(x",€") = f(x")
max min L(y, &).

=
~~ &0y
schwache Dualitat

Das primale Problem miny is roesung f(X) werde von der Lésung x*
minimiert. Dann gilt der Dualitatssatz

max (min L(x,&) ) = L(x*, &%) = f(x*).

A

Wir bendtigen spéter ,nur‘ maxe~o L(x*,&) = f(x).
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Eine aquivalente Form des Dualitatssatzes

Die Funktionen f und hy, ..., hy seien konvex. Dann gilt

<O fir alle j

max (mln f(x) + Z{, ) i f(x).

Es ist miny (maxeso f(x) + > & hi(x) ) = MiNy.p(x)<0 fir alle j F(X) =

Eine dquivalente Form des Dualitatssatzes:

r?g((mxlnf +Z§, >:mxin(maxf +Z£, >

12. Juni 2018 52/62



Der Hard-Margin-Fall
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Ist das duale Problem wirklich so kompliziert?

Es ist

1
max L(w*, t*, &) = min — -
£20 ( £ w,t: hy (W, 1),....hm(w,1)<0 2

(w,w).

1. Wende die KKT-Bedingungen an, um w* mit Hilfe von £* zu
eliminieren und

2. bestimme die Lagrange-Multiplikatoren £* mit dem dualen
Maximierungsproblem.

12. Juni 2018 54 /62



Hard Margin: Das duale Problem

Die verallgemeinerte Lagrange Funktion fir den Hard Margin Fall:
1 S

Lw.t.9) = g rw) =36 (F00)- (w000 + 01 )
i=1

Wende die KKT-Bedingungen an: Sei (w*, {*) ein globales Minimum
mit den Lagrange-Multiplikatoren &7, ..., &5, > 0. J

vWL(W*a t*7€*) = W* - Zé/* . f(Xf) . ¢(Xi)7
i=1
ViL(w*, t5,6%) = =& - f(x).
i=1

Esist Vy L(w*, t*) =0und ViL(W*, 1) =0 =
Bestimme w* nach Nullsetzung und t* taucht nicht mehr auf.
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Hard Margin: Das duale Problem

Nach Riickeinsetzung ergibt sich

L, £, €%) = —3 S F00)&; - (606), 009)) - F09)gs + D26
i=1

ij=1
Das duale Problem D := max,q(miny ; L(w, t,£)) ist &quivalent zu

— max (mln L(w,t, &) = —max L(w*, t*,&) = r§n>|(r)1 —L(w*, 1, €).

0\ wit €0

= r§n>|5‘ Ezfxlfl ), H(Xj Zf/

=i
sodass ¢ >0 und Zg, f(x;)=0.
=1
KKT-BeEingung

v
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Hard Margin: Das duale Problem

Es ist K(x;, X;) = (o(X;), #(x;)). Das duale Problem hat also die Form

minimiere, % > )& - KOG, x) - F06)6 = D &
i—

=

S
sodass ¢ >0 und Y & -f(x;) =0.
i=

Wir kdnnen im niedrig-dimensionalen Beispielraum minimieren.

(1) Die Anzahl der Unbestimmten des Minimierungsproblems stimmt
mit der Anzahl s der Beispiele Gberein.

(2) Es gibt nur ,wenige”, namlich s + 1 Nebenbedingungen.
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Support-Vektoren
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Support-Vektoren (1/2)
Eine der KKT Bedingungen: & - (f(x;) - ((w*, ¢(x;)) + ") — 1) = 0.

(1) Setze SV = {i|f(x;) - ((w", (X)) + 1) =1}.
(2) Ein Beispiel x; mit i € SV heif3t ein Support-Vektor. J

Esist ¢ = 0 fur jedes i ¢ SV und deshalb

w—fo,g, = > fx)E -

ie SV

Nur die Support-Vektoren ¢(x;), also

die am néchsten an der trennenden Hyperebene liegenden
Beispiele,

bestimmen den optimalen Gewichtsvektor w*.
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Support-Vektoren

Je weniger Support-Vektoren, umso wahrscheinlicher ist
erfolgreiches Lernen. J

(1) Warum?
» Die Hypothese kann durch wenige Beispiele beschrieben werden.

» Occam: Einfache Hypothesen machen erfolgreiches Lernen
wahrscheinlicher.

(2) Eine Support-Vektor Hypothese erhalt automatisch ein Gitesiegel
bei wenigen Support-Vektoren.
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Soft Margin

Im Feature-Raum zu l6sen:

min - [|w|[?+C- S
i=1
so dass fur jedes i: f(x;) - ( (w,é(x;)) +8)>1—mn;undn; > 0.

Nach Analyse des dualen Programms I6se im Beispielraum:

mm—ZfX,f: (%1, %) - F(x))¢; - Zéf

>
e 2o

sodass 0 < &< C firalle jund Z{,- -f(x;)) = 0.
i=

v
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Zusammenfassung

(1) Der Anwender wahlt eine Feature-Funktion ¢ und einen Kern 1
aus dem Werkzeugkasten (Polynome, Gauf3-Funktion etc.)

K(#(x), 9(2)) = ((¢(x)), ¥(6(2)))-

(2) Die Bestimmung einer trennenden Hyperebene kann im
Lhiedrig-dimensionalen” Beispielraum durchgeflihrt werden.

(3) Bei s Beispielen der Lange héchstens R und Margin p gilt

1 R2 Inl
Lossp(h < LossS”(h o 6)
i o8 1) +\/§<\/;+\/2

erwarteter Hinge Loss ~ empirischer Margin-Loss

mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — ¢.

(4) Wenige Support-Vektoren machen erfolgreiches Lernen
hochwahrscheinlich.
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