Schaltkreis-Komplexitat




GrofRe und Tiefe

(a) Sei S ein Schaltkreis.
@ die Tiefe von Sist die Lange des langsten Weges im Graph von S,

@ die GréBe von S ist die Anzahl der Gatter, und

© der Fanin von S ist das Maximum, iiber alle Knoten v,
der Anzahl eingehender Kanten von v.

(b) Fur eine Boolesche Funktion f: {0,1}" — {0, 1} ist
DEPTH(f) = min{ d | Es gibt einen Schaltkreis der Tiefe d fir f }
die minimale von f bengtigte Tiefe und
SIZE(f) = min{ s | Es gibt einen Schaltkreis der Grée s fir f },
die minimale bendtigte GréBe, wobei wir jeweils nur Schaltkreise

mit den Gattern A, v, = vom Fanin zwei betrachten.
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Ein Abzahlargument

@ Wir bestimmen die Anzahl der Schaltkreise der Gré3e hdchstens s
@ und vergleichen dies mit der Anzahl 22" der Booleschen Funktionen. J

@ Wir beschreiben einen Schaltkreis mit m Gattern, indem wir

» seinen Graphen spezifizieren: Weise jedem Knoten seinen einen oder seine
beiden Vorganger zu und wir erhalten hdchstens m>™ Graphen.

» die Funktionsweise der Gatter definieren: Bei drei Gattertypen gibt es
hochstens 3" mogliche Funktionsweisen fir alle Knoten des Graphen.

» jeder Quelle eine Eingabeposition zuweisen: Hochstens n! Mdglichkeiten.

@ Die Anzahl der Schaltkreise mit genau m Gattern ist hdchstens

3. mPM.nl < 3™ M. m™ < (3m)3™.

Die Anzahl der Schaltkreise mit hochstens s Gattern ist hochstens

i(Sm)s’" < 5-(35)% = (3s)%.

m=1
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Ein Abzahlargument

Es gibt héchstens (3s)* Schaltkreise mit maximal s Gattern. J

Unterschiedliche Funktionen benétigen unterschiedliche Schaltkreise!

@ Welche GréBe ist notwendig, um mindestens die Halfte aller Booleschen
Funktionen implementieren zu kdnnen? Wir miissen fordern

n !
22 —1 < (33)437

und s = Q(2) folgt nach Logarithmieren.
@ Schaltkreise der Tiefe t haben héchstens 3"}, 2/ = 2t — 1 Gatter =

t=n— O(logn).

Fir mehr als die Halfte aller Funktionen g : {0,1}" — {0, 1} ist

n
SIZE(g) = Q(%) und DEPTH(g) > n— O(log, n).
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Der Status Quo

@ Die Funktion f hange von jeder Eingabe ab:
» flrjedes i € {1,...,n} gibt es eine Eingabe x € {0,1}", so dass
f(x) # f(x @ ei), wobei der Vektor e; in Position i mit 1 Ubereinstimmt und in allen anderen
Positionen nur aus Nullen besteht,

dann ist DEPTH(f) = Q(log, n) und SIZE(f) = Q(n).
» Asymptotisch bessere untere Schranken sind nicht bekannt :-((

@ Fir jede Boolesche Funktion f: {0,1}" — {0,1}:

» DEPTH(f) < n+ [log, n],
* Entweder hat f oder —f eine DNF mit héchstens 2" Monomen.
* Eine DNF fur f benétigt Tiefe héchstens [log, n] flir die Monome und Tiefe
maximal n fir die Disjunktion der héchstens 27 Monome.

» SIZE(f) = O(2"/n): Ubungsaufgabe.

Untere und obere Schranken fiir Tiefe und Gro3e klaffen extrem weit
auseinander :-(( J
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I:)/ poly
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Schaltkreise polynomieller Groi3e

P poly = U SIZE(n*)
keN

ist die Klasse aller Sprachen mit (nicht-uniformen) Schaltkreisen polynomieller
GrofBe.

(a) Fur alle Funktionen t: N — N ist
DTIME(t) C SIZE(#?).

Das haben wir implizit im P-Vollstdndigkeitsergebnis fiir CVP festgestellt.
(b) PC P/poly-
(c) Wenn L ¢ P, fir eine Sprache L € NP, dann gilt P # NP.

Die Herleitung super-polynomieller GréBenschranken
fur ein Problem in NP ist sehr schwer. J

GroBe und Tiefe P/poly 7158



Die Trennung von P und NP ist eine zentrale Fragestellung
der theoretischen Informatik. J

Wir ,iben®, indem wir super-polynomielle GréBenschranken zeigen fiir

@ Schaltkreise mit beschrankter Tiefe, aber unbeschranktem Fanin

@ und monotone Schaltkreise.
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Schaltkreise beschrankter Tiefe

Schaltkreise beschrénkter Tiefe



AC®

AC? ist die Klasse aller Sprachen mit uniformen Schaltkreisen
polynomieller GréBe und konstanter Tiefe, aber unbeschranktem Fanin.

Zu AC° gehdren
- die Addition von zwei n-bit Zahlen,
- die Multiplikation Boolescher Matrizen,

- fir jedes m € N und jedes k < logy' n die Fragen, ob ein String von n
Nullen und Einsen mindestens, héchstens oder genau k Einsen besitzt.

Nicht zu AC° gehéren

die Paritatsfunktion xorp(x) = x1 @ -+ @ X,

die Mehrheitsfunktion majority,(x) =1& S, x; > n/2,
die Multiplikation von zwei n-bit Zahlen,

die Frage, ob ein ungerichteter regularer Graph vom Grad zwei
zusammenhangend ist.

Sind Funktionen in AC? strukturell eingeschrankt? J
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Sensitivity (1/2)

e € {0,1}" ist das Wort mit einer Eins und zwar in Position /.

f:{0,1}" — {0, 1} ist eine Boolesche Funktion.

- Die Empfindlichkeit ex von f fiir Eingabe x ist die Anzahl der
Bitpositionen i mit f(x) # f(x & &;).
- Die Empfindlichkeit von f ist die durchschnittliche Empfindlichkeit ey,

e:% Z €.

xe{0,1}7

- Wir werden zeigen, dass alle Funktionen in AC° eine héchstens
poly-logarithmische Empfindlichkeit besitzen.

@ Die Paritatsfunktion xor,(x) = @7, x; hat maximale Empfindlichkeit n
und gehdrt deshalb nicht zu AC®.

@ Die Mehrheitsfunktion und die Multiplikation besitzen eine viel zu hohe
Empfindlichkeit und gehdren nicht zu AC°.
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Sensitivity (2/2)

Die zentrale Frage:

Warum berechnen ,AC°-Schaltkreise®,
also Schaltkreise beschrédnkter Tiefe und polynomieller Gré3e

nur Funktionen mit héchstens poly-logarithmischer Empfindlichkeit?

Sei S ein ACC-Schaltkreis.

@ Wir fihren zuerst eine Schénheitsoperation auf S aus
@ und fiihren dann die Methode der Restriktionen ein, um die Schwéachen
von S offenzulegen.
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Eine Schonheitsoperation

Wir kdnnen annehmen, dass
- Negationsgatter nur fiir Eingabegatter verwandt werden und dass

- der Schaltkreis in Schichten aufgeteilt ist, wobei
+ Kanten nur zwischen benachbarten Schichten verlaufen,
« eine Schicht entweder eine UND-Schicht ist (alle Gatter einer Schicht sind
UND-Gatter) bzw. eine ODER-Schicht (alle Gatter sind ODER-Gatter)
« und dass der Schaltkreis alterniert: Eine UND-Schicht folgt auf eine
ODER-Schicht und umgekehrt.

Ubungsaufgabe:
Zeige, dass jeder Schaltkreis in eine solche Form gebracht werden kann,
wobei die GréBe héchstens quadriert wird und die Tiefe nicht ansteigt.
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Restriktionen
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Restriktionen

Eine Restriktion ist eine Funktion J

p:{1,...,n} = {0,1,x}.

@ Wir wenden p auf den Schaltkreis S an und erhalten den Schaltkreis
S,
@ S|, erhdlt nicht die Eingabe x € {0, 1}", sondern die Eingabe p(x).

- Wenn p(i) = 0 oder p(i) = 1, dann erhélt S nur den auf 0, bzw 1
eingefrorenen Wert von x;.

- Wenn p(i) = %, dann erhélt S den unveranderten Wert x;.
Wir sagen, dass Position i ,gesternt” wird.
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Unsere Strategie

Wir nehmen an, dass die unterste Schicht von Schaltkreis S aus
UND-Gattern besteht: Jedes Gatter der Tiefe zwei berechnet also eine DNF.

@ Wir wirfeln eine zuféllige Restriktion p aus, um jede DNF der zweiten
Schicht in eine nicht zu groBe KNF zu Uberfihren.

» Warum wahlen wir Restriktionen zufallig aus?
» Fir eine einzige DNF kénnen wir Restriktionen maBschneidern, aber wie
sollen wir das bei vielen DNFs tun?

@ Danach kann die zweite und dritte Schicht verschmolzen werden: Die
Tiefe unseres Schaltkreises ist um Eins gesunken!

- Wir wiederholen unser Vorgehen und miissen am Ende einen Schaltkreis
der Tiefe zwei analysieren.
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Nicht so schnell!

@ Legen Restriktionen denn Schwéachen des Schaltkreises offen?

@ Explodiert denn nicht die Gré3e, wenn wir eine DNF in eine KNF
umwandeln? Warum kdnnen denn Restriktionen diese Explosion
verhindern?
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Tiefe zwei: Von DNFs zu KNFs

Angenommen, der Schaltkreis S ist eine DNF mit Ausgabegatter g. J

@ Wenn der Fanin der UND-KINDER von g anfénglich klein war:

» Einige UND-Kinder Uberleben, aber bei vielen UND-Kindern sollte
mindestens eines der UND-Kinder nur Einsen erhalten:

Wir haben g trivialisiert und kénnen auch g ersatzlos streichen.

@ Wenn der Fanin der UND-Kinder anfénglich nicht klein war:
Nicht-entschiedene UND-Kinder, also UND-Kinder, die nur Einsen und
Sterne erhalten, machen uns das Leben schwer.

» Unsere Hoffnung: Die Anzahl dieser Kinder ist klein und in diesem Fall hangt
der Eltern-Knoten g von hoffentlich nur wenigen Sternen ab.
» Dann kénnte die DNF von g in eine nicht zu gro3e KNF tberfihrt werden.
und S hétte eine Schicht weniger:
die Schicht von g wére zu einer UND-Schicht ,gemorpht” und
kdénnte mit der UND-Schicht der Eltern von g verschmolzen werden.
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Tiefe zwei: Von DNFs zu KNFs

Die Uberfiihrung einer DNF g in eine &quivalente KNF g’ kann teuer werden. J

Betrachte die simple DNF

n/2
g= \/ Xoi—1 N Xej.

i=1

@ Die KNF g’ muss
» alle 2"/2 Eingaben, die jedes Interval {2/ — 1,2/} mit genau einer Eins
treffen, ausgeschalten und
» alle Eingaben, die irgendein Intervall mit zwei Einsen treffen, akzeptieren.
* Jede Klausel von g’ muss mindestens ein positives Literal x; fir j € {2/ — 1,2/}
besitzen.
* Nur eine einzige Eingabe, die jedes Intervall mit genau einer Eins trifft, kann
ausgeschaltet werden.

g’ hat mindestens 2"/2 Klauseln! |
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Kritische Sterne

Die Uberfiihrung einer DNF g|, in eine KNF g’ kann exponentielle Gr6Be
in der Anzahl ,kritischer Sterne” verschlingen.
» Nenne einen Stern kritisch, wenn die von g|, berechnete Funktion vom
Wert der gesternten Variable abhangt.
» Hoffentlich gibt es nach Anwendung der Restriktion nur wenige kritische
Sterne!

Aufgabe: Wie bestimmt man die Anzahl kritischer Sterne?
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Der kanonische Entscheidungsbaum und
die Anzahl kritischer Sterne
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Der kanonische Entscheidungsbaum 7,

p sei eine Restriktion, die wir auf die DNF g anwenden. )

@ Der Baum T, besteht nur aus der Wurzel, wenn
> g|, entweder konstant Null (alle Monome wurden eliminiert) oder
» konstant Eins (ein Monom wurde erfilllt) ist.
Beschrifte die Wurzel mit dem Wert von g|,..

@ Und wenn die Restriktion p die DNF nicht trivialisiert?

» Ein Monom M,; ist entweder tot (M; wurde durch p falsifiziert) oder
lebendig (die Literale von M; erhalten keine Null, aber mindestens einen Stern).

» Lege eine beliebige Reihenfolge auf den Monomen und Variablen fest.

Mit Tp mbchten wir messen, von wievielen Variablen g|, abhangt. J
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Der kanonische Entscheidungsbaum 7,

Sei M; das erste lebendige Monom. )

@ Durchlaufe die gesternten Variablen von M; gemaf3 der festgelegten
Reihenfolge.

@ Ist/ = (—)x; in M; gesternt, dann verzweigt T, nach dem Wert von /.

» Wenn /=1
* fahre rekursiv mit der nachsten gesternten Variable von M; fort.

* Gibt es keine solche Variable, endet unsere Konstruktion, und wir markieren das
Blatt mit dem Wert 1: g|, wurde erflllt.

» Wenn /=0

* fahre rekursiv mit dem nachsten lebendigen Monom M; fort, denn wir haben
gerade das Monom M; falsifiziert.

* Gibt es kein solches Monom M;, endet unsere Konstruktion, und wir markieren
das Blatt mit dem Wert Null: Wir haben alle Monome von g|,, falsifiziert.
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Die Tiefe von T,

Angenommen, der kanonische Entscheidungsbaum T, hat die Tiefe s. )

@ T, ist zu einer KNF mit Monomen der Lénge hdchstens s quivalent.
» Betrachte einen Weg W in T, der in einem 0-Blatt endet.
» Formuliere eine Klausel Ky der Lénge s, die wenn erflillt sicherstellt, dass
W nicht durchlaufen wird.

» Die Konjunktionen aller Klauseln Ky fiir samtliche 0-Wege W ist die von uns
gewlinschte KNF g’ mit Klauseln der Lange héchstens s.

@ T, ist zu einer DNF mit Monomen der Lange hdchstens s quivalent.
» Fir jeden 1-Weg W bilden wir das Monom My, das nur erfiillt wird, wenn W
durchlaufen wird.
» Die gewlnschte DNF ist die Disjunktion aller Monome M,y fiir 1-Wege W.

Ein Entscheidungsbaum der Tiefe s ist also
zu einer DNF wie auch zu einer KNF mit Bottom-Fanin s &quivalent. J
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Das Switching Lemma

Das Switching Lemma



Der Bottom-Fanin

Wir fordern, dass der ,Bottom-Fanin® ¢,
also der Fanin der untersten Schicht des Schaltkreises S

moderat groB ist.
@ Und wenn der Bottom-Fanin von S anfanglich gréBer als t ist?

@ Fihre eine zuséatzliche Schicht ein und erhdhe die Tiefe um hdchstens
Eins.
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Die wichtigen Parameter

@ n ist die Anzahl der Variablen,
@ | ist die Anzahl der Sterne,
@ tist der maximale Bottom Fanin.

@ s ist die Tiefe von T,.
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Wann schneiden sich Mengen hochwahrscheinlich?

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewrfelte Menge der
GroBe | eine vorgegebene Menge der GréBBe t verfehlt, ist

=" )0

> Esistp= "t REEL A () = (1 = t/n) ~ e,
» Aber /0% <1 - x < e gilt.

@ Falls It << n, ist
~1 It
pN n:

= 'ﬁ‘ ist ungefahr die Wahrscheinlichkeit, dass ein vorgegebenes
Monom von mindestens einem Stern getroffen wird.
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Das Switching Lemma

@ Sist ein Schaltkreis der Tiefe zwei mit Bottom-Fanin hdchstens t.

@ Eine Restriktion p wird zufallig ausgewabhlt,

» indem / < n/3 Positionen fiir die Platzierung der Sterne ausgewdirfelt werden
» und in den restlichen Positionen unabhangig voneinander
eine Null oder Eins jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 zugewiesen wird.

Dann gilt
121t

pr[depth(S],) > s] < (—

)°.

Wenn die Wahrscheinlichkeit |/ n flir einen Stern so niedrig ist, dass die
meisten Monome verfehlt werden, dann ist mit hoher Wahrscheinlichkeit
entweder ein Monom erfillt oder es gibt nur wenige lebendige Monome.
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Switching Lemma, der Beweis

- O.B.d.A. ist S eine DNF.
- Der kanonische Entscheidungsbaum T, habe die Tiefe mindestens s.

- Den lexikografisch ersten, in der Wurzel von T, beginnenden Weg
der Ladnge s nennen wir 7.

@ Wir andern die Restriktion p ab, und nennen die neue Restriktion p'.
- Die in p (auf Null oder Eins) gesetzten Variablen werden in p’ nicht
verandert.
- sin p gesternte Variablen werden in p’ auf Null oder Eins gesetzt.

* Welche gesternten Variablen werden gesetzt?
* Das wird uns der Weg = erzahlen.

@ Und was ist der Clou?

» Bei kleiner Wahrscheinlichkeit t/n fur einen Stern ist die Anzahl der
abgeéanderten Restriktionen p’ viel kleiner als die Anzahl der Restriktionen p.

Warum ist das so?
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Switching Lemma, der Beweis

Gibt es wirklich weniger Restriktionen p’: Zwar hat o’ genau s Sterne weniger,
aber s zusatzliche Variablen missen auf Null oder Eins gesetzt werden! J

@ Wieviele verschiedene Restriktionen gibt es?
» Genau (])2"' Restriktionen, gegenuber (,” )2~ Restriktionen p'.
» Die Ersparnis ist fur / = o(n) signifikant, denn

(/fs)zn—(Hs) _ ( /
HESENEY

@ Aber wir kdnnen nicht einfach Sterne in p’ willklrlich setzen:
» Wir missen die schlechten Restriktionen p zéhlen,
» d.h. wir missen p aus p’ rekonstruieren kdnnen.

2/
n—1

)2 = (=)

Wird p mit geringer Zusatzinformation aus p’ rekonstruiert, dann

@ gibt es nur wenige schlechte Restriktionen p, also Restriktionen mit
groBer Tiefe.

@ = Eine groB3e Tiefe s ist unwahrscheinlich.
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Switching Lemma, der Beweis

Wir &ndern p in einer Reihe von Schritten. J

@ Wir beginnen mit dem ,ersten” lebendigen Monom M; firr p und setzen
die Werte der von p gesternten Variablen so, dass M, erfiillt wird.
» M; ist das erste erfiillte Monom und bleibt das erste erfiillte Monom auch
wenn spater weitere Sterne von p gesetzt werden.
» M, ist somit als erstes durch p’ erflilltes Monom eindeutig bestimmt!
» Wenn M; nur wenige Literale besitzt, dann kann die Position eines Sterns in
M; mit geringer Zusatzinformation beschrieben werden.

@ Wir libernehmen diese Anderungsstrategie fiir alle weiteren, zum
Zeitpunkt ihrer Behandlung lebendigen Monome M auf dem Weg .
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Switching Lemma, der Beweis

Welche Zusatzinformation wird bendtigt? )

@ Wir sind méglicherweise vom Weg 7 abgewichen. Wie finden wir zuriick?

» Wenn M, genau s; Sterne besitzt, dann gibt es genau 2% Mdglichkeiten flr
die von 7 gesetzten Variablen: Eine dieser 25" Méglichkeiten miissen wir
angeben.

» Wenn das jte Monom M; zum Zeitpunkt seiner Behandlung s; Sterne besitzt,
dann beschreibt der Vektor

Zuriick € {0, 1}%17%" = {0,1}°

wie wir fir jedes M; zu = zuriickfinden. Zuriick ist einer von 2° Vektoren.

© Wir geben fiir alle M; an, welche ihrer Variablen in p zum Zeitpunkt der
Behandlung von M; gesternt waren.
Wir arbeiten mit kurzen Monomen, und kdnnen deshalb die gesetzten Sterne billig rekonstruieren.
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Switching Lemma, der Beweis

Wieviele Méglichkeiten gibt es fur die Platzierung der Sterne in lebendigen
Monomen? J

stars(t,8) = { (B1,...,Bk) | Vi: Bi€{*, —}!, jedes B; besitzt mindes-
tens 1 Stern bei insgesamt s Sternen}.

@ [ beschreibt die Platzierung der Sterne in M.

@ Ein Vektor ,Sterne” € stars(t, s) beschreibt die in o’ gesetzten Sterne.
stars(t, s)| ist die Anzahl der Méglichkeiten fiir die Wahl der Sterne in den
lebendigen Monomen.

Die Zuordnung
p— (p’, Zuriick, Sterne)

ist injektiv: p ist aus p’, ,Zurlick” und ,Sterne” rekonstruierbar.
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Rechnerei (1/2)

Istars(t, 8)| < (t/In(2))°. |

Die reelle Zahl ~ erfiille die Gleichung (1 + 1/+)! = 2. Wir zeigen

|stars(t, 8)| < °

durch Induktion Uber s.
» Die Basis: |stars(t,0)| = 0 und die Ungleichung ist fir s = 0 richtig.
» Der Induktionsschritt:
* Wenn (¢ genau i Sterne besitzt, dann hat (5., .. ., 8x) genau s — i Sterne.

* Es gibt héchstens (!) Platzierungen der i Sterne in ;.
* Mit der Induktionsannahme ist

min{t,s}

|stars(t,8)|] = Z |stars(t, s — )] < Z <f>,ys—i

i=1 i=1
t
s 1 i s( 1 t ) s
= (=) = 1+ =) —1)=4°
3 (HGY=>(0+2)
» Esist(1+1/7)' < €”/7 = 2 < 7. Nach Logarithmierung folgt
~ < t/In(2).



Rechnerei (2/2)

Wieviele schlechte Restriktionen p gibt es?
(also Restriktionen p fiir die der Entscheidungsbaum T, eine Tiefe von mindestens s besitzt)

Wir beschreiben p durch p’, den Vektor Zuriick € {0, 1}° und den Vektor
LSterne” (als einen von héchstens (fizy)° Vektoren). = Es gibt h6chstens

<I”s> on—(I-5) . 95 | (ﬁ)s

schlechte Restriktionen, aber (7)2"~' Restriktionen mit / Sternen.
Die Wahrscheinlichkeit einer schlechten Restriktion p ist fir / < n/3

(/fs>2n_(l_5) -2° (ﬁ)s _ (lfs)‘?n_l ’ (In%))s _ (lfs)(ﬁ)s
N Gr WEE g
I, At . 8t 12t
=7 '(In(2)) s (nln(2)) <5
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Wir machen den Schaltkreis platt (1/2)

Der Schaltkreis S habe die Tiefe d und Grée g. (wir erhhen die Tiefe um Eins und
kénnen annehmen, dass der Bottom-Fanin héchstens t = 2log, g betragt.)

@ Reduziere die Tiefe von S um Eins: Wende das Switching Lemma an mit
Sternwahrscheinlichkeit

» Die Wahrscheinlichkeit, dass eines der hdchstens g vielen DNFs einen
Entscheidungsbaum der Tiefe mindestens s = 2log, g besitzt, ist h6chstens

12/t 12 1
g(i)ZIoggg:g(i)Zloggg: gg2 _ g'

n 24 @ g

» Wir wandeln mit Wahrscheinlichkeit 1 — é alle DNFs in KNFs der Lange < t
um. Es verbleiben | = ﬁ gesternte, also ungesetzte Variablen.

@ Wiederhole d — 2 Mal: Die Tiefe ist hdchstens zwei mit Bottom-Fanin
2log, g. Es verbleiben n/(24t)9~2 ungesetzte Variablen.
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Wir machen den Schaltkreis platt (2/2)

Sei S ein Schaltkreis der Tiefe d und GréBe g.

- Sist nach Anwendung zufalliger Restriktionen mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — ¢ Aquivalent zu einem Schaltkreis der Tiefe zwei mit
Bottom-Fanin héchstens 2log, g.

- Genau n/(48log, g)?—2 Variablen sind ungesetzt.

@ Wir haben den Schaltkreis platt gemacht.
@ Abhéangig von der GréBe g und der Tiefe d von S bleiben noch viele
Variablen ungesetzt.

Viele Funktionen besitzen aber nur dann eine eine DNF oder KNF, wenn der
Bottom-Fanin (fast) so grof3 ist wie die Anzahl freier Variablen.

Ja, und?
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Eine untere Schranke flur die Paritatsfunktion

Das Switching Lemma Die Paritatsfunktion



Die Paritatsfunktion xorp(x) = x1 & --- ® X,

@ Wenn wir eine Restriktion mit m Sternen auf xor, anwenden,
erhalten wir mit xor,, oder 1 ® xorp, eine weitere Paritatsfunktion.

@ Eine DNF oder KNF erkennt eine Paritatsfunktion nur dann fehlerfrei,
wenn der Bottom-Fanin mit der Anzahl freier Variablen tbereinstimmt.
(Warum? Ein Monom, dessen Literalzahl kleiner ist als die Anzahl freier Variablen, akzeptiert Eingaben
gerader wie auch ungerader Paritédt, der Schaltkreis arbeitet also inkorrekt.)

@ Deshalb folgt

2log,g > n/(48log, g)? 2 bzw,
n < (48log,g)? .

Jeder Schaltkreis der Tiefe d > 2 fiir die Paritatsfunktion xor, bendtigt

mindestens
2Q(n1/(d—1))

Gatter. Ubungsaufgabe: GréBe 200"/ =D) aicht aus.
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Sensitivity
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Sensitivity: Schaltkreise der Tiefe zwei

Der Schaltkreis S sei eine DNF oder eine KNF mit Bottom-Fanin héchstens t.
Dann besitzt S die durchschnittliche Empfindlichkeit @ < 2t. Beachte, dass wir keine
Aussage Uber die GroBe der DNF oder KNF machen, die Fanin-Schranke t allein ist schon ausreichend.

O.B.d.A. gelte

Die Klammern driicken aus, dass eine Variable ,mdglicherweise” negiert auftritt.

@ Wenn S die Eingabe x akzeptiert, dann erfillt x ein Monom /\;:1 (=)%;;-

@ Aber alle ,Nachbarn® x @ e fur k & {ii, ..., i;} werden auch akzeptiert
und x besitzt die Empfindlichkeit e, < t.
» Wir stellen uns die Eingaben als Knoten des n-dimensionalen Wirfels vor.
» Sei E die Menge der Kanten, die eine 1-Eingabe mit einer 0-Eingabe
verbinden und Eins die Menge der 1-Eingaben. Dann gilt
e=2|E|/2" < 2t - Eins/2" < 2t
far die Empfindlichkeit e von S.
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Sensitivity: Schaltkreise beliebiger Tiefe

Ein Schaltkreis S der Tiefe d und GréBe g kann mit Wahrscheinlichkeit
>1- g in einen Schaltkreis S’ der Tiefe zwei mit Bottom-Fanin 2log, g und
genau n/(48log, g)?~2 ungesetzten Variablen tberflinrt werden.

@ S’ besitzt die durchschnittliche Empfindlichkeit héchstens 41og, g.

@ Wenn S also die Empfindlichkeit e besitzt, dann wird man erwarten, dass
e nach Anwendung der Restriktion(en) auf

_ le]-[n/(48log, 9)" %] _ e
n (48log, g)d-2
fallt.
» Wenn wir eine Teilmenge B C {1,..., n} der M&chtigkeit b geman der

Gleichverteilung zuféllig auswurfeln, dann ist
a-b
E[|AnB|]=6("2)

die erwartete Grof3e von |A N B| flr eine fest gewéhlte Menge A mit |A| = a.
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Sensitivity: Schaltkreise beliebiger Tiefe

S’ besitzt eine Empfindlichkeit von héchstens 4 log, g und erbt die

Empfindlichkeit ~ W von S.

Wir erhalten die Bedingung

e

#0026~ g, 5)7-2

).

Ein Schaltkreis der Tiefe d und GréBe g berechnet eine Funktion mit
durchschnittlicher Empfindlichkeit h6chstens

O(log, g)* .

Schaltkreise konstanter Tiefe und polynomieller GroBe besitzen also
hochstens die durchschnittliche Empfindlichkeit logs" n.
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Schaltkreise und Wiirfelzerlegungen
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Restriktionen und Wurfelzerlegungen

Unser Ziel ist eine Zerlegung des n-dimensionalen Wiirfels in ,wenige*
Teilwiirfel, so dass der Schaltkreis S auf jedem Teilwiirfel konstant ist.
xory ist nur auf ein-elementigen Teilwiirfeln konstant. Wir erhalten eine Aussage dartiber wie

schlecht xor,, durch einen zu kleinen Schaltkreis S approximiert wird.

@ Teilwurfel und Restriktionen entsprechen sich ein-eindeutig: wir kénnen den
Schaltkreis S liber einem Teilwiirfel auswerten oder eine entsprechende Restriktion auf S anwenden.

» Fir eine DNF produziert jeder Entscheidungsbaum mit b Bléttern eine
Zerlegung in b Teilwirfel, so dass die DNF auf jedem Teilwurfel konstant ist.

@ Wir produzieren eine Wiirfelzerlegung mit Hilfe von Restriktionen,
» indem wir zuerst Restriktionen p zuféllig auswirfeln
» und dann einen Entscheidungsbaum T, fir alle DNF’s von S bauen.

Welche Eigenschaften soll 7, haben? )
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Der gemeinsame Entscheidungsbaum T, (1/4)

- Der Schaltkreis S besitze die DNFs S;|, in seiner zweiten Schicht.
- Der Bottom-Fanin von Sist 1. J

Das Ziel. Fur jeden in der Wurzel von T, beginnenden Weg W:

@ W wird beschrieben durch eine Restriktion py und
KNFs Ky, mit Bottom-Fanin t und damit durch eine KNF mit Bottom-Fanin ¢.

@ Auf W ist nach Anwendung der Restriktion py und der KNF Ky
jede DNF S;|, zu einer KNF mit Bottom-Fanin t &quivalent.

Verschmelze die zweite mit der dritten Schicht von S.

Die zentrale Frage:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit (aber die wani von o) ist die Tiefe von T, wie gro3?
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Der gemeinsame Entscheidungsbaum T, (2/4)

Nach Abarbeiten der ersten i — 1 DNF’s haben wir den Baum T;ﬁ‘ konstruiert.J

e Fir ein Blatt v von T/~ ist T/(S;) der kanonische Entscheidungsbaum
von S,"p (die auf dem Weg nach v gesetzten Variablen beeinflussen die Konstruktion von T:(Si))

@ Belegungen verzweigen in v nach der Lange ihres Weges in T/(S)).

» Belegungen mit Wegen der Lange < tin T,/(S;) ,laufen zum linken Kind vo.
* Wir nennen diese Belegungen ,kurz* fiir S;|,,.
* §j|, ist fur kurze Belegungen mit einer KNF vom Bottom-Fanin t &quivalent
(ein Entscheidungsbaum der Tiefe < t beschreibt die Menge kurzer Belegungen von vp).
* Die Konstruktion von T,Q endet flr kurze Belegungenin vy :-))
» Belegungen mit Wegen der Lénge > tin T;(S;), laufen zum rechten Kind v;.
* Wir nennen diese Belegungen ,lang” fir S;|,.
* Wir kleben T,;’(S,-) an das Kind v; und entfernen alle nur von kurzen Belegungen
durchlaufenen Teilbaume.
* §j|, ist fiir lange Belegungen mit einer KNF vom Bottom-Fanin Null &quivalent,
aber kann die Tiefe explodieren?  :-((

Wie wird in v verzweigt? J
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Der gemeinsame Entscheidungsbaum T, (3/4)

Wir missen durch KNFs k(x) und //(x) feststellen, ob
eine Belegung x einen kurzen oder einen langen Weg in S;|, beschreibt. J

@ Wie sieht k¥ aus?

» Die Konjunktion o; beschreibe den iten, in der Wurzel von T/(S;)
beginnenden Weg der Lédnge genau t, der nicht in einem Blatt endet. Setze

v
k,' = /\“O’j.
i

@ Wie sieht [ aus?
» Die Konjunktion ;:; beschreibe den in der Wurzel von T, (S;) beginnenden
Weg zum jten Blatt der Tiefe < t. Setze

P = N
i

Sowohl k" wie auch /" sind KNFs mit einen Bottom-Fanin von hochstens . ]
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Der gemeinsame Entscheidungsbaum T, (4/4)

Das Ziel ist erreicht:

@ Jeder Weg W in T, wird durch eine Restriktion py und
eine KNF vom Bottom-Fanin t beschrieben.

@ Auf W ist nach Anwendung der Restriktion py und der KNF Ky,
jede DNF Sj|, zu einer KNF mit Bottom-Fanin t &quivalent.

Wir kénnen die zweite mit der dritten Schicht von S verschmelzen.

Die zentrale Frage bleibt:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit (uber die wani von ») ist die Tiefe von T, wie gro3?
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Ein Switching Lemma far eine ganze Schicht

(Si |1 < i< g)seieine Folge von DNFs mit Bottom-Fanin < t = 2log, g.

Fir die Anzahl / = ©(7) von Sternen hat T, mit Wahrscheinlichkeit hdchstens

It

O(n

)S

einen Weg der Lange mindestens s.

Warum ist das ,neue” Switching Lemma richtig?
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Ein Switching Lemma far eine ganze Schicht

Der Weg W in T, besitze die Lange s. )

@ Kdnnen wir die Beweismethode des Switching Lemmas anwenden?
Wir miissen nicht nur die veréanderte Restriktion p’ angeben,

beschreiben welche Variablen eines erflllten Monoms in p gesternt waren
und festlegen, wie wir zu W zurlckfinden,

sondern jedes i, so dass W ,lang"” fir Sj|, ist, muss offengelegt werden.

vVvyVvVvyy

@ Das (konventionelle) Switching Lemma beschrankt die Wahrscheinlich-
keit, dass TY(S;) eine Tiefe groBer als 2log, g besitzt, auf O(/t/n)?'°%9.

Der ,Profit” O(It/n)?'°% 9 (ibertrifft die ,Offenlegungs-Kosten*“ g,
solange O(It/n) gendigend klein ist.

Das neue Switching Lemma ist eine direkte Konsequenz des alten. J
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Wieviele Sterne werden gesetzt?

Im Baum T verzweigen wir zuerst nach einer zufalligen Restriktion p und
verfeinern p mit Hilfe von T,,. J

Wir setzen t = 2log, g und wéhlen | = ©(n/t) Sterne.

@ Wir fordern, dass nicht zu viele gesternte Variablen in T gesetzt sind, um
weitere Schichten von S mit neuen Restriktionen kippen zu kénnen.

@ Genau diese Forderung erreichen wir
mit dem Switching Lemma fiir eine ganze Schicht,
wenn wir s = an/t fir eine Konstante « setzen:

Die Wahrscheinlichkeit, dass > s gesternte Variablen in T gesetzt werden,
ist hochstens 2-°(7/0),

T besitzt also hochstens

1.02n— O(n/t) 42 n/t)2n on— O(n/t)
Blatter.
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Zusammenfassung

Wende eine neue Restriktion auf die ©(7) gesternten Variablen an. J

@ Wir arbeiten wieder mit Bottom-Fanin { = 2log, g und
wahlen diesmal Z Sterne: Es gibt héchstens 2n=0(n/%) Blatter.

@ Nach g — 2 Wiederholungen, haben wir héchstens 27-0("/€ ) Blatter im
entsprechenden Entscheidungsbaum.
» Aber der Weg zu einem Blatt wird durch eine KNF mit Bottom-Fanin t und
eine Restriktion beschrieben.
» Ebenso ist der Schaltkreis auf dem Weg zum Blatt nicht konstant, sondern
ist (0.B.d.A.) aquivalent zu einer KNF mit Bottom-Fanin t.
» Wir machen beide KNFs mit einer konventionellen Restriktion platt:

Sei S ein Schaltkreis der Tiefe d, GréBe g und mit Bottom-Fanin ¢t = 2log, g.
Dann gibt es eine Zerlegung des n-dimensionalen Wiirfels in héchstens

on—n/0(log, )*~*

Teilwirfel, so dass S auf jedem Teilwirfel konstant ist. (s hat n Eingabebits.)
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Korrelation von Schaltkreisen und
Paritatsfunktion
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Korrelation

Die Korrelation einer Booleschen Funktion f: {0,1}" — {0, 1} mit einer
Booleschen Funktion g : {0,1}" — {0, 1} ist genau dann ¢, wenn

pf(x) = g(x)] = 3 + ¢

@ Wenn der Schaltkreis S auf einem Teilw(rfel T der Dimension gréBer als
Eins konstant ist, dann ist die Korrelation von S mit xor, auf T Null.

@ Bestenfalls beS|tzen alle Teilwirfel, bis auf einen, die Dimension 1 und
2n-n/0llog; 9)*~* /o jst die (durchschnittliche) Korrelation.

Sei S ein Schaltkreis der Tiefe d und Grée g mit Bottom-Fanin 2log, g. Die

Korrelation von S mit xor, ist < 2-7/0006,0°"* d h. es gilt
1
pr{S(x) = xorn(x)] < 5 + 2—n/0(log, g)

d—2

Das Switching Lemma Korrelation 56 /58



{=, A, V, mod p}-Schaltkreise

p sei eine Primzahl.

Bleibt die Paritatsfunktion schwierig?

@ Die Methode der Restriktionen versagt, denn ein mod p-Gatter lebt, wenn
nicht alle Variablen gesetzt werden.

@ Razborov-Smolensky flihren eine neue, algebraische Methode ein: Der
{—, A, V,mod p}-Schaltkreis S wird durch ein Polynom approximiert.

» Wenn S nicht zu grof ist und eine kleine Tiefe hat, dann hat das Polynom
einen relativ kleinen Grad.

» Man zeigt, dass die Paritatsfunktion nur von Polynomen mit groBem Grad
erfolgreich approximiert werden kann.

Das Ergebnis

Die Paritatsfunktion hat nur {—, A, V, mod p}-Schaltkreise der Tiefe d, wenn
die GréBe mindestens

1/2d

2n
betragt.
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{—, A, vV, mod m}-Schaltkreise

m sei eine beliebige mdglicherweise zusammengesetzte Zahl.

beschrankter Tiefe und polynomieller Gré3e berechenbar sind, wenn neben

AC°[m] ist die Klasse aller Sprachen, die durch Schaltkreisfamilien
den —, A und V-Gattern noch mod,, Gatter benutzt werden kénnen.

Es ist noch nicht einmal bekannt, ob AC°[m] = NP gilt!

Das Switching Lemma Korrelation 58/58



	Größe und Tiefe
	Ein Abzählargument
	P/poly

	Schaltkreise beschränkter Tiefe
	Restriktionen
	Der kanonische Entscheidungsbaum

	Das Switching Lemma
	Die Paritätsfunktion
	Sensitivity
	Würfelzerlegungen
	Korrelation


