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Kapitel 1: Einflhrung




Struktur der Veranstaltung

(I) Der erste Teil: (Nicht-)Deterministische Berechnungen.

» Wie ist Laufzeit zu messen? Average-Case, Smoothed oder Worst-Case?
» Nichtdeterministische und alternierende Berechnungen:

* Nichtdeterminismus:
Rate eine Lésung, um zu zeigen dass eine Eigenschaft erfillt werden kann.

* co-Nichtdeterminismus:
Verifiziere, dass alle potentiellen Lésungen eine Eigenschaft erflllen.

* Alternation: Rate und verifiziere munter durcheinander

» Speicherplatz:
* pspACE-Vollstandigkeit: Die Bestimmung von Gewinnstrategien in 2-Personen
Spielen, die Bestimmung von minimalen NFAs.

* Wie machtig sind probabilistische bzw. Quantenberechnungen?

» Parallelitat:
* Pp-Vollstédndigkeit: Probleme in P ohne superschnelle parallele Algorithmen

* Ein Zusammenhang zwischen Speicherplatz und paralleler Zeit.

Einflihrung Inhaltsangabe 3/50



Struktur der Veranstaltung

Die beiden letzten Teile: Randomisierung und Quantenberechnungen ]

(1) Randomisierung.
» BPP: Was gelingt in polynomieller Zeit mit randomisierten, d.h. wirfelnden
Algorithmen?
» Kryptographie
* One-Way-Funktionen: Pseudo-Random-Generatoren, kollisionsresistente
Hashfunktionen (Authentifizierung)

* Trapdoor-Funktionen: Public-Key-Kryptographie
* Gitter-Kryptographie: Verschliisselungsmethoden, die vermutlich sicher gegen

Quantenattacken sind.
(1) Quanten-Berechnungen

» BOP: Alle Sprachen, die Quantenrechner in polynomieller Zeit akzeptieren.

* Was bringen Quantenberechnungen im Vergleich zu randomisierten
Berechnungen, d.h. ist Bop gréBer als BpP?

» Quanten-Suche: Grover’s Algorithmus
» Effiziente Faktorisierung: Shor’s Algorithmus
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Worauf wird aufgebaut?

@ Notwendig: Bachelor-Veranstaltungen wie etwa ALGO 1 und ALGO 2 far
den Entwurf und die Analyse von Algorithmen.

Laufzeitanalyse: O, o, 2, w and Rekursionsgleichungen
Traversierung von Graphen

Dynamische Programmierung

NP-Vollstéandigkeit

Berechenbarkeit

Yy Yy VvV VY

@ Spezielles mathematisches Vorwissen wird nicht verlangt, wohl aber die
Fahigkeit, mathematische Beweise verstehen und fiihren zu kénnen.
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(1) S. Arora und B. Barak, Computational Complexity, a Modern Approach,
Cambridge University Press, 2009.

(2) M. Sipser, Introduction to the Theory of Computation, Paperback 3rd edition,
Cengage Learning, 2012.

(3) Skript zur Vorlesung ,Komplexitatstheorie”, Goethe-Universitat Frankfurt.
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@ The blog of Scott Aaronson
@ Lance Fortnow und Bill Gasarch, Computational Complexity Blog
@ R.J. Lipton, Goedel’s lost letter and P = NP,

@ L. Trevisan, in theory
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http://www.scottaaronson.com/blog/
http://blog.computationalcomplexity.org/
http://rjlipton.wordpress.com/
https://lucatrevisan.wordpress.com/

Organisatorisches

@ Die Webseite der Veranstaltung enthélt alle wichtigen Informationen zur
Veranstaltung wie Skript, Folien, Ubungsblatter, Videos, usw.

www.thi.informatik.uni—frankfurt.de/lehre/kth/sose20.de

» Unter Aktuelles finden Sie die ,neuesten” Mitteilungen,
» Im Logbuch wird beschrieben, welche Teile vom Skript dem jeweiligen
Video zu grundeliegen und weitere Referenzen werden angegeben.

@ Mundliche Prifungen: In den beiden ersten Wochen nach Semesterende.

@ Ubungsbetrieb: BITTE UNBEDINGT TEILNEHMEN!
» Das aktuelle Ubungsblatt erscheint auf der Webseite spatestens Montags.

» Ldsungen, nach 1-wdchiger Bearbeitungszeit, bitte am darauffolgenden
Montag auf einer PDF-Datei schicken an holldack@em.uni-frankfurt.de.

* In LaTex-gesetzte Losungen waren toll.

» Bei 50% (bzw 70%) aller Ubungspunkte wird die in der miindlichen Priifung
erreichte Note um einen (bzw. zwei) Notenschritte verbessert.

@ Fragen und Kommentare bitte schicken an georg.schnitger@gmail.com
» |ch muss wissen, wo der Schuh driickt.
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Komplexitatsklassen
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Komplexitatsklassen fur verschiedenste Ressourcen

Eine Komplexitatsklasse
zu einem Rechnermodell R und (mehreren) Ressourcen

besteht aus allen Sprachen mit eingeschranktem Ressourcenverbrauch auf R.

Zuerst untersuchen wir algorithmische Entscheidungsprobleme zu einem
deterministischen Rechnermodell fir die

- Zeitkomplexitat:
» die Worst-Case-Laufzeit sequentieller Algorithmen,
- Speicherplatzkomplexitat:
» der Worst-Case-Speicherplatz sequentieller Algorithmen,
- Schaltkreiskomplexitat:
» Tiefe und/oder Gré3e von Schaltkreisen
- sowie Approximationskomplexitat:
» Die erreichbare Approximationsqualitat effizienter Algorithmen.

Spéter betrachten wir auch Komplexitétsklassen zu nichtdeterministischen,
probabilistischen Rechnermodellen wie auch fiir Quantenrechner.

Komplexitatsklassen 10/50



Zeit-Komplexitatsklassen
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Sequentielle, deterministische Algorithmen

Irgendein verniinftiges Rechnermodell
Turingmaschinen bzw. Registermaschinen
sei gegeben.

@ Fur einen Algorithmus A ist
» L(A) die Menge aller akzeptierten Eingaben und

» timea(w) die von A auf Eingabe w benétigte Schrittzahl.

@ Wie soll Laufzeit gemessen werden?
» Average-Case-Komplexitdt — also die Laufzeit im Mittel, aber bei welcher
Eingabeverteilung?

» Worst-Case-Komplexitat — also die langste Laufzeit einer Eingabe
vorgegebener Gréfe,

» Gegléttete Komplexitét (engl.: Smoothed Complexity): Erwartete
Worst-Case-Laufzeit nach leichtem zufalligen Verrauschen der Eingabe.
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Average-Case-Komplexitat
Siehe auch Bogdanov, Trevisan https://arxiv.org/abs/cs/0606037
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https://arxiv.org/abs/cs/0606037

Ensembles (1/2)

Welche Verteilungen auf der Menge der Eingaben sollte man betrachten? J

(a) FUrjedes n € N sei D, eine Verteilung Gber X*. Dann ist die Familie

D=(DyplneN)

ein Ensemble. Haufig: D, ist eine Verteilung iiber ="
(b) Ein Ensemble D = ( D, | n € N) heiB3t effizient simulierbar, wenn

prob[ A(n) = x] = Dp(x)

fir einen — im Worst-Case — effizienten randomisierten Algorithmus A.
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Ensembles (2/2)

Ensembles sind fir asymptotische Aussagen
also fiir Aussagen Uber Skalierbarkeit

mafgeschneidert.

Beispiel: Fiur die Gleichverteilung U, auf Eingaben der Lénge n ist
U= (U neN)
das uniforme Ensemble.
Wozu Ensembles? Um Verteilungsprobleme untersuchen zu kénnen:
(a) Fur eine Sprache L und ein Ensemble D hei3t (L, D) ein Verteilungsproblem.

(b) avenp (haufig auch DistNP) ist die Klasse aller Verteilungsprobleme (L, D) fur
eine Sprache L € NP und ein effizient simulierbares Ensemble D.
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AVGP
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Polynomielle erwartete Laufzeit

Sei D = (D,|n e N) ein Ensemble, so dass D,(x) >0=— x € X".

(a) Sei A ein Algorithmus mit Laufzeit t4(x) fir Eingabe x. Dann ist

> Da(x) - ta(x)
xexn
die erwartete Laufzeit von A bezlglich D.

(b) A besitzt polynomielle erwartete Laufzeit fir das Ensemble D, falls es
eine Konstante > 0 und ein Polynom p(n) gibt, so dass

prob, _p, [1a(x) > 1] < P17

fur alle n, t € N qilt.
(c) Die Komplexitatsklasse
AVGP

besteht aus allen Verteilungsproblemen (L; D) mit L = L(A) fur einen
Algorithmus A mit polynomieller erwarteter Laufzeit fr D.

Komplexitatsklassen Average-Case
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Polynomielle erwartete Laufzeit

Far den Algorithmus A gelte

prob,..p,[ta(x) > t] <

fur ein Polynom p.

@ Wenn ty(x) < tg(x)¥ fir k € N und Algorithmus B polynomielle erwartete
Laufzeit hat, dann auch Algorithmus A .

@ f4(x) < (2- p(n))'/= gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens § =
p(n)'/¢ spielt die Rolle einer oberen Schranke fiir die erwartete Laufzeit.

» Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Laufzeit gréBer als (¢ - p(n))'/< ist
durch 1 nach oben beschrankt.
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BOUNDED-HALTING
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Reduktionen zwischen Verteilungsproblemen

Verteilungsproblem (L1, Dy) ist auf (L, D,) Average-Case-reduzierbar
(L1,D1) <avg (L2, D2),
wenn es eine Transformation f mit den folgenden Eigenschaften fiur alle n gibt:

1. f(x, n) ist in polynomieller Zeit (in n) durch einen deterministischen
Algorithmus berechenbar, falls Dy ,(x) > 0 fUr Eingabe x gilt,

2. x e Ly < f(x,n) € L fir alle Eingaben x mit Dy ,(x) > 0 und
3. es Polynome p, g gibt, s. d. fur alle Eingaben y fir Ly (mit Dy pn)(y) > 0)

Z D1n < q(n) - D2 pny (¥)-
x,f(x,n)=

Wird y gemaB D, zuféllig gewahlt, dann geschieht dies — bis auf ein Polynom — mit
mindestens der Wahrscheinlichkeit mit der y ,iber f“ gezogen wird.

vy
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BOUNDED-HALTING

Definiere das beschrankte Halteproblem

BH :={(M,x,t) : die nichtdeterministische Turingmaschine M halt auf
Eingabe x in héchstens ¢t Schritten }

mit zugehdérigem Ensemble V := (V,, : n € N), wobei V, ,im wesentlichen*”
eine ,Gleichverteilung® auf allen Tripeln (M, x, t) der Lange n definiert.

Die Average-Case-Reduktion ist eine partielle Ordnung mit
BOUNDED-HALTING := (BH, V)

als vollstandigem Problem fiir AVGNP.

Leider gibt es keine vollstdndigen Probleme von praktischer Relevanz:
Mgl. gibt es keine vollstandigen Probleme (L, /) zur Gleichverteilung.
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Notorisch-schwierige Verteilungsprobleme:
Random-k-SAT
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Random-k-SAT

Eingaben von k-SAT,, , sind KNFs ¢ mit genau k Literalen pro Klausel,
den Variablen Xj, ..., X, und m Klauseln. Entscheide, ob ¢ erfiillbar ist. J

@ Ziehe m Klauseln (mit k Literalen) zuféllig geman der Gleichverteilung.
» Wenn m ,klein genug” oder ,zu grof3“ ist:
Hochwahrscheinlich richtige Antwortmit erfiillbar bzw. unerfiillbar.

» Wann wird es richtig schwer? Fiir k = 3 und f(n, 3) ~ 4.2667n Klauseln:
Ein Phasenibergang von Erfiillbarkeit hin zur Unerfillbarkeit findet statt.

@ Fur allgemeines k finde der Phasentbergang flr f(n, k) Klauseln statt.

» Fir Gleichverteilungen U, « auf f(n, k) Klauseln ist Uy := (Unk|n € N).
» Wie schwierig ist das Verteilungsproblem

Random-Kk-SAT := (U, (K-SAT,, f(n,x)|n € N)).

Vermutlich erlaubt Random k-SAT im Mittel keine effizienten Algorithmen.
Aber Vollstandigkeitsergebnisse sind nicht bekannt. J
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Notorisch-schwierige Verteilungsprobleme:
Bounded-Distance-Decoding
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Bounded-Distance-Decoding (BDD) fir lineare Codes

@ Wiirfle zuerst eine n x m-Matrix A € Z;'™ (mit m = ¢ - nund ¢ > 1) wie auch eine
,Nachricht“ x € Z; zuféllig geman der Gleichverteilung aus.

@ Ein Fehlervektor e € Z7' mit relativ wenigen Einsen wird ebenfalls zufallig
ausgewdrfelt.

@ Rekonstruiere x aus y := x - A& e. Mit anderen Worten,
» Die zuféllige, bindre Nachricht x wird mit Hilfe der Matrix A verschlisselt und

» das Ergebnis z := x - Awird ,leicht* mit dem Fehlervektor e gestért.
Anscheinend ist das Entschllisselungsproblem
.Bestimme die urspriingliche Nachricht x bei gegebenem y*

far zuféallige Verschliisselungsmatrizen A und Fehlervektoren e selbst ,im Mittel* sehr
schwierig.

Schwierige Verteilungsprobleme (wie etwa (BDD)) sind wichtig fiir die Kryptographie
— Siehe spater die Gitter-Kryptographie J
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Smoothed Complexity, bzw. geglattete Komplexitat

siehe auch: Tim Roughgarden, Beyond Worst-Case Analysis, lectures 17, 18,
http://timroughgarden.org/wl7/1/117.pdf
http://timroughgarden.org/wl7/1/118.pdf
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Eine Familie von Funktion f, : [-1,1]" — R ist fir Eingabe x auszuwerten.
Die Eingabe x wird durch die Normalverteilung zu x + g verrauscht.

(a) Die geglattete Komplexitat von Algorithmus A fiir die Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 und Standardabweichung o ist

Smoothedy(n) = maxye(—1,1Eg[ ta(x + g) |-

(b) A hat polynomielle geglattete Komplexitat, wenn fiir alle gentigend groBen
Eingabeldangen n € N, fir alle genligend kleinen o und fiir geeignete ki, k> € N qilt

nki
Smoothedy(n) = O(—-).

o
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Smoothed Complexity: Killerapplikationen

@ Die k-Means-Methode fiir das Cluster-Problem hat polynomielle geglattete
Komplexitat Arthur, Manthey und Réglin, Smoothed Analysis of the k-Means-Method, Journal of the
ACM, 2011.

@ Die 2-OPT-Heuristik fiir das Traveling Salesman Problem hat polynomielle
geglattete Komplexitat Tim Roughgarden, Lecture 17.

@ Der Simplex-Algorithmus fiir die lineare Programmierung (mit der
~Shadow-Vertex-Regel“ als Pivot-Regel) hat polynomielle geglattete Komplexitat
Tim Roughgarden, Lecture 17.

© Ein n-dimensionales binares Optimierungsproblem wird durch eine
Lésungsmenge L C {0, 1}" und nicht-negative Koeffizienten vy,..., v, € R
beschrieben. Es ist eine Losung x € L gesucht, die }_7_; v; - x; maximiert.

» Das Rucksackproblem ist ein binares Optimierungsproblem.

» Das Rucksackproblem besitzt einen pseudo-polynomiellen Algorithmus und
einen Algorithmus mit polynomieller geglatterter Komplexitét.

Ein bindres Optimierungsproblem besitzt genau dann pseudo-polynomielle
Algorithmen, wenn es eine polynomielle geglattete Komplexitat besitzt.
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Worst-Case-Komplexitatsklassen
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Determinismus

@ Algorithmus A flinre auf Eingabe x € ¥* genau ta(x) Schritte aus. Dann ist
ta(n) := max{ta(x) : x € £"}

die Worst-Case-Laufzeit von A fir Eingabelénge n.
@ Fur die Funktion t : N — N ist
DTIME(f):={LC X" : es gibteinen deterministischen Algorithmus A
mit L(A) = Lund ta = O(1) }.

@ Die Klasse P besteht aus den in polynomieller Laufzeit erkennbaren Sprachen,
p:= | pTIME(RY).
keN
Die Sprachklassen mit exponentieller Laufzeit sind
E:= | JpTIME(2"")
keN

und B
Exp := | JpTIME(2™).
keN
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Nichtdeterminismus

@ Der nichtdeterministische Algorithmus A fiihre auf Eingabe x € ¥* im
Worst-Case genau nta(x) Schritte aus. Dann ist

nta(n) := max{nta(x) : x € "}
die nichtdeterministische Worst-Case-Laufzeit von A fir Eingabelange n.
@ Fir die Funktion t : N — N ist

NTIME(t) :={LC ¥" : esgibteinen nichtdeterministische Algorithmus A
mit L(A) = Lund nta = O(t) }.

© Die Klasse NP besteht aus den in polynomieller Laufzeit erkennbaren Sprachen,

NP o= | J NTIME(n").
keN

Die Sprachklassen zu exponentieller Laufzeit sind

NE := | J NTIME(2"") und NEXP := [ J NTIME(2™).
keN ken
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Die polynomielle Reduktion

(a) Eine Sprache L; ist genau dann auf eine Sprache L,
polynomiell-reduzierbar (L1 <, Lo), wenn fir alle Eingaben x:

xelL < T(x) el

mit einem effizienten deterministischen Algorithmus T.

(b) Die Sprache K ist genau dann vollstdndig fiir eine Komplexitatsklasse K
(unter polynomiellen Reduktionen), wenn

» K€ Kund
» L <, K flr alle Sprachen L € K gilt.
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Die polynomielle Reduktion

NP ist eine ,erfolgreiche” Klasse, denn sie besitzt viele interessante
vollstdndige Probleme. Aber auch NEXP hat einiges zu bieten. J

@ Wir sagen, dass ein Schaltkreis C mit 3(n+ 1) Eingabebits eine 3-KNF «
mit 2" Variablen beschreibt, wenn C die Kodierung einer Dreier-Klausel k
genau dann akzeptiert, wenn k eine Klausel von « ist.

@ SUCCINCT-3-SAT besteht aus allen Schaltkreisen C, so dass die von C
reprasentierte KNF erflllbar ist.

» Achtung: Ein Schaltkreis der GroBe poly(n) kann eine KNF mit 2" Variablen
beschreiben!

SUCCINCT-3-SAT ist vollstandig flir NExXP unter polynomiellen Reduktionen. J
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Alternierende Berechnungen
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Alternation

@ Existentielle Berechnungen: Rate eine Berechnung und verifiziere
deterministisch.
» Die Kraft des Ratens: Das Erflllbarkeitsproblem ist einfach.

» Die Schwéche des Ratens: Das Tautologieproblem bleibt schwierig.

@ Universelle Berechnungen: Erzeuge Berechnungen ,parallel* und
verifiziere alle Berechnungen deterministisch.

» Die Kraft des Verifizierens: Das Tautologieproblem ist einfach.

» Die Schwache des Verifizierens: Das Erfillbarkeitsproblem bleibt schwierig.

@ Alternierende Berechnungen dirfen beliebig zwischen existentiellen und
universellen Berechnungen hin und her wechseln.
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Alternierende Berechnungen

Ein alternierender Algorithmus A besitzt eine Menge

Q5 existentieller Zustdnde

und eine Menge

Qv universeller Zustédnde.

Der Berechnungsbaum 3,4(x) fir eine Eingabe x:

@ Die Wurzel von Ba(x) ist mit der Anfangskonfiguration beschriftet.

» Eine Konfiguration besteht aus dem aktuellen Zustand und dem aktuellen
Speicherinhalt.

@ Wenn Knoten v von Ba(x) mit Konfiguration k beschriftet ist, dann hat v fiir jede
in einem Schritt erreichbare Konfiguration k’ ein Kind, das mit k" beschriftet ist.

@ Knoten v von Ba(x) ist existentiell bzw. universell, wenn ,sein“ Zustand g
existentiell bzw. universell ist.

Wann akzeptiert der alternierende Algorithmus A eine Eingabe x? )
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Alternierende Berechnungen (2/2)

@ Ein Blatt v von Ba(x) ist genau dann akzeptierend, wenn die
Konfiguration von v akzeptierend ist, und ansonsten verwerfend.

@ Der Knoten v von B4(x) besitze den Zustand q,.
» Wenn g, ein existentieller Zustand ist, dann ist v genau dann akzeptierend,
wenn mindestens ein Kind von v akzeptierend ist.

» Wenn q, ein universeller Zustand ist, dann ist v genau dann akzeptierend,
wenn alle Kinder von v akzeptierend sind.

Wir sagen, dass A die Eingabe x genau dann akzeptiert, wenn die Wurzel
von Ba(x) akzeptierend ist und definieren

L(A) :={x : Aakzeptiert x }.
Aist ein X x-Algorithmus (bzw. INk-Algorithmus): Der Anfangszustand ist

existentiell (bzw. universell) und jeder in der Wurzel von Ba(x) beginnende Weg
alterniert héchstens kK — 1 Mal zwischen existentiellen und universellen Zustanden.
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Alternation: Komplexitatsklassen

Die Funktion t : N — N sei gegeben.

(a) Der alternierende Algorithmus A benétigt héchstens Zeit ¢(n), wenn die Tiefe von
Ba(x) fur Eingaben x der Lange n héchstens t(n) betragt.

ATIME(t) :={LCX* | esgibteinen alternierenden Algorithmus A
mit L(A) = L und A benétigt O(t) Schritte }.

(b) Die Klasse X}, (M7) besteht aus allen durch einen Z,-Algorithmus (M,-Algorithmus)
mit polynomieller Laufzeit erkennbaren Sprachen.

» ! = NP und N = conp.
(c) Die polynomielle Hierarchie,
pH:= | J XF.
keN

(d) Die Klasse aP, alternierende polynomielle Zeit,

ap := | J ATIME(n").
keN
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Alternation: Was bringt das Gedankenexperiment?

@ Die Sprache

3xSAT {¢ : die Formel ¢ = \01/02 -+ Qk «v ist wahr, wobei Q; ein

3
Block von nur 3- bzw- V-Quantoren ist und « eine KNF ist }.

ist vollstandig fir ¢, unter der polynomiellen Reduktion.

@ Die Sprache aller Tautologien, also aller allgemeingtiltigen aussagenlogischen
Formeln ist vollstandig fur M? unter der polynomiellen Reduktion.

@ Die Sprache Minimale-NFA besteht aus allen NFAs N mit minimaler
Zustandszahl. Dann ist
Minimale-NFA € £5 N T15.

@ Die Klasse Ap wird sich als besonders wichtig erweisen. Zum Beispiel kénnen
nicht-triviale 2-Personen-Spiele optimal ,in AP gespielt werden®.

Komplexitatsklassen Alternation
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Die Methode der Diagonalisierung,
Eine Zeithierarchie
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Eine Zeithierarchie (1/3)

Kénnen Berechnungen mehr Probleme lésen,
wenn mehr Zeit zur Verfligung steht? J

@ Wir benutzen die Diagonalisierungsmethode von Cantor.
» Cantor hat diese Methode erstmalig angewandt um zu zeigen, dass die
Menge der reellen Zahlen Gberabz&hlbar grof3 ist.
> In der Informatik wird die Diagonalisierung z. B. fir den Nachweis der
Unentscheidbarkeit der Diagonalsprache oder des Halteproblems benutzt.
@ Was ist zu tun?

Entwerfe einen Algorithmus mit Laufzeit O(t(n)), der sich von
allen Algorithmen mit Laufzeit O(t(n)/log, t(n)) unterscheidet.

Komplexitatsklassen Eine Zeithierarchie
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Eine Zeithierarchie

Problem: Simuliere eine Turingmaschine, solange die
Zeitschranke t(n) nicht Gberschritten ist.

Lésung: t : N — N heif3t zeitkonstruierbar, falls t(n) > n-log, nund
falls es eine det. TM gibt, die firr jede Eingabe x die Binar-
darstellung von t(|x|) in Zeit héchstens O(t(|x|)) berechnet.

Zeitkontrolle:

» Zur Berechnung der Binardarstellung von t(n) steht Zeit O(t) und damit
exponentielle Zeit in der Lange der Binardarstellung von t zur Verfligung.

» Initialisiere einen Zahler mit Wert t(n) in Zeit O(t(n)).
» Halte den Zahler stets in der Nahe des Kopfes.
= Zeitkontrolle in O(log, t(n)) Schritten pro Simulationsschritt.
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Eine Zeithierarchie

(a) Die Funktion t sei zeitkonstruierbar.

Dann ist DTIME(0( ,09’2 ;)) eine echte Teilmenge von DTTME(1).

(b) P ist eine echte Teilmenge von E = | J, oy DTIME(2K™).
(c) SUCCINCT-3-SAT liegt nicht in p.

Baue eine Turingmaschine M* mit Laufzeit O(t), die sich von allen

Maschinen M mit Laufzeit o(@) unterscheidet.

@ Der Wecker wird gestellt: M* bestimmt die Lange n der Eingabe w und speichert
die Binérdarstellung von f in einem Z&hler ab.
/* Dies ist mit Laufzeit O(t(n)) mdglich, da t zeitkonstruierbar ist. */

© Wenn w # (M)0F firr eine Turingmaschine M ist, verwirft M.
/* (M) bezeichnet die Gédelnummer — also die Programmierung — der Turingmaschine M. */

@ M~ simuliert M auf der Eingabe (M)0* und
verwirft, wenn die Simulation mehr als t(n) Schritte bendétigt.

© M~ akzeptiert (bzw. verwirft) w, wenn M verwirft (bzw. akzeptiert).
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Orakel-Berechnungen
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Berechnungswelten

. . ? .
Warum ist die P = NP Frage immer noch unbeantwortet?
? Vielleicht, weil P = NP zwar wahr, aber nicht beweisbar ist?
? Vielleicht, weil P = NP in einigen ,Berechnungswelten® sogar wahr ist?

Sei A C ¥* eine Sprache.

(a) Eine TM M mit Orakel A besitzt ein zusatzliches Orakelband.
» Wenn das Orakelband mit der Eingabe w# beschrieben ist, dann wird in
einem einzigen Berechnungsschritt mitgeteilt, ob w zur Sprache A gehért.

» Die Beschriftung des Orakelbands benétigt andererseits eine Laufzeit
proportional zur Lange der Anfrage.

(b) Sei K eine durch die Beschrankung einer Ressource
wie Laufzeit oder Speicherplatz

definierte Komplexitatsklasse. Dann ist X* entsprechend zu definieren,
wobei jetzt Fragen an das Orakel A zugelassen sind.

Gibt es Berechnungswelten A, B mit A = NP4 und P2 # npB?
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pA und NpPA

(a) Wenn A € p, dann ist P* = p.

(b) Sei K eine Komplexitatsklasse mit KX = K fiir alle Sprachen K € K. Wenn K*
vollsténdig fiir K unter der polynomiellen Reduktion ist und NP C K gilt, dann ist

pK" = npK =

(a) P C p, denn eine Turingmaschine mit Orakel A kann Orakelanfragen (mit nur
polynomiellem Mehraufwand) auch selbst beantworten.

(b) » npX C KK =K firalle Sprachen K e K v'.
» Die Beziehung K C ¥ folgt aus der K-Vollstandigkeit von K*:
* Fur jede Sprache L € K gibt es eine effiziente deterministische TM M mit

weLs Mw)eK”.

» Also NpX" C K C X und die Behauptung folgt.
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Es gibt ein Orakel A mit A # NpA

Konstruiere ein Orakel A, so dass die Sprache
La={w][3xeA(x|=|w|)}

zu NP#, nicht aber zu P gehort.
@ Offensichtlich gilt L4 € np” fiir jedes Orakel A.

» Fir Eingabe w rate einen String x gleicher Ldnge und frage, ob x € A.
» Akzeptiere genau dann, wenn die Antwort positiv ist.

@ Sei My eine beliebige Aufzéhlung aller deterministischen
Orakel-Turingmaschinen, wobei Mj in Zeit héchstens k - n* rechne.
» Um s & pA zu garantieren, stellen wir sicher, dass sich My und L4 auf einer
Eingabe w = 1" unterscheiden.
» Wir nehmen an, dass wir dieses Ziel bereits fir M, ..., Mx_4 erreicht haben:

* {wy,... wm} sei die Menge der wahrend der Berechnung irgendeiner Maschine
M; auf Eingabe 17 (1 < i < k — 1) an das Orakel A gestellten Anfragen.
* Wie ist ng zu definieren und wie soll das Orakel die von My auf Eingabe 17

gestellten Fragen beantworten?
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Komplexitatsklassen Orakel-Berechnungen



La={w]|3IxeA(x| =|w|]) ;

@ Simuliere My auf der Eingabe 1. (Es gelte nk > max{|w1|, ... |wm|} und 2% > k- nf.)

» Wenn M eine Anfrage y aus {ws, ..., wn} stellt, dann antwortet A
konsistent.

» Ist die Anfrage y hingegen neu, dann antwortet A mit nein.

@ Wenn My die Eingabe 1™ akzeptiert:
» Erzwinge 1" ¢ L4 durch Ausschluss aller Worte der Lange ny fir A.

@ Wenn My die Eingabe 1™ verwirft:

» My rechnet in Zeit héchstens k - n* < 2", Es gibt also ein Wort u der Lange
nk, das von Mj (far Eingabe 1) nicht nachgefragt wurde.

» Definiere A so, dass u das einzige zu A gehérende Wort der L&nge ny ist.
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Konsequenzen

@ Unser Beweis der Zeit-Hierarchie ,relativiert*, gilt also in jeder
Berechnungswelt:

Im Beweis der Zeithierarchie fragen wir nicht nach, ob die
simulierte Turingmaschine ein Orakelband besitzt.

@ Aber die Aussage P # NP gilt nicht in jeder Berechnungswelt!

4 Diagonalisierungsmethoden allein sind fiir einen Beweis von p # NP
unzureichend.

4 Spater: Auch ,natlrliche Beweise" gentigen fir den Nachweis von P # NP nicht.
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Zeitkomplexitat: Wichtige Fragestellungen

? P=NP
() In welchem Ausmaf kann die Methode der Diagonalisierung benutzt
werden? Achtung: Orakel-Berechnungen!
(x) Ist die Frage mdglicherweise mit heutigen Methoden nicht beantwortbar?
Spéter: Natlrliche Beweise existieren nicht.
() In welchen eingeschrankten Modellen von P und NP kann die Frage
beantwortet werden?
? Um wie viel groBer ist die Berechnungskraft von randomisierten oder
Quanten-Algorithmen im Vergleich zu deterministischen Algorithmen?

» Kdnnen Quanten-Algorithmen Np-vollstdndige Probleme effizient 16sen?

? Wie sehen Querbezlige zwischen parallelen und sequentiellen
Zeitklassen, zwischen Zeit- und Speicherplatzklassen aus?

? Fir die Approximationskomplexitat wichtiger Optimierungsprobleme wird
eine neue Sichtweise von NP bendtigt.
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